CHƯƠNG 1
HÀM SỐ, MA TRẬN, ĐỊNH THỨC,
 HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH

Trình bày kiến thức về hàm số, ma trận, định thức, hệ phương trình tuyến tính. Nhằm cung cấp các nội dung cơ bản, trọng tâm để học sinh hiểu, tính được định thức, tìm được ma trận nghịch đảo và giải được hệ phương trình đại số tuyến tính.
 §1.1. HÀM SỐ

1.1.1. Ánh xạ 

1.1.1.1.Các định nghĩa

Định nghĩa 1: Cho hai tập hợp X,Y khác
[image: image2087.bmp]. Ta gọi ánh xạ f từ X vào Y là một quy luật cho ứng với mỗi phần tử x
[image: image2.wmf]Î

X một và chỉ một phần tử y
[image: image3.wmf]Î

Y, 
Kí hiệu: f : X
[image: image4.wmf]®

Y, x
[image: image5.wmf]a

y = f(x).

X được gọi là tập hợp nguồn, Y được gọi là tập hợp đích. Phần tử y được gọi là ảnh của x và x được gọi là nghịch ảnh của y.

Định nghĩa 2: Nếu A
[image: image6.wmf]Ì

X thì tập hợp các ảnh qua ánh xạ f của tất cả các phần tử x
[image: image7.wmf]Î

A gọi là ảnh của tập hợp A qua f, kí hiệu f(A). Vậy


[image: image8.wmf]}
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Định nghĩa 3: Nếu B
[image: image9.wmf]Ì

Y thì tập hợp 
[image: image10.wmf]}
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 EMBED Equation.3  [image: image11.wmf] 

gọi là nghịch ảnh của tập hợp B trong ánh xạ f, kí hiệu là f -1 (B).

Ví dụ 1: Cho f: 
[image: image12.wmf]2

,xy = f(x) = x
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. Đó là một ánh xạ vì với mỗi x
[image: image13.wmf]Î
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, ta được một và chỉ một y = x2
[image: image1.wmf]Æ

[image: image2067.wmf]2
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Hình 1.1





Hình 1.2

Nếu A =  [-1,2] 
[image: image14.wmf]Ì
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thì f (A) = {y
[image: image15.wmf]2

y = x,x[1,2]}[0,4]
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(hình 1.1)

Nếu B = [1,2] 
[image: image16.wmf]Ì
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thì f-1(B) = {x
[image: image17.wmf]2
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 (hình 1.2)
1.1.1.2. Đơn ánh, toàn ánh, song ánh

Định nghĩa 4: Cho ánh xạ f: 
[image: image20.wmf]Y
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1. Ánh xạ f gọi là đơn ánh nếu: 
[image: image21.wmf]121212
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, điều đó tương đương với : 
[image: image22.wmf]121212
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2. Ánh xạ f gọi là toàn ánh nếu f(X) =Y, điều đó có nghĩa là với mọi y
[image: image23.wmf]Î

Y, tồn tại ít nhất một phần tử x
[image: image24.wmf]Î

X sao cho y = f(x). Khi đó, ta nói rằng f: 
[image: image25.wmf]Y
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là ánh xạ từ X lên Y.

3. Ánh xạ f gọi là f song ánh nếu nó vừa là đơn ánh, vừa là toàn ánh.

[image: image2068.wmf]2

Mô tả hình học của đơn ánh, toàn ánh, song ánh được cho ở hình 1.3 
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Hình 1.3

Ví dụ 2: Cho ánh xạ f: 
[image: image26.wmf]¡a¡

, xác định bởi x 
[image: image27.wmf]a

 f(x) =  x3 + 1

Nếu f(x1) = f(x2) hay 
[image: image28.wmf]33
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 ta suy ra 
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, vậy x1 = x2. Do đó, f là đơn ánh.

Lấy bất kì
[image: image30.wmf]y

Î

¡

, phương trình f(x) = x3 + 1 = y hay x3 + 1 - y = 0 có nghiệm 
[image: image31.wmf]3
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Vậy 
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 để 
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 hay f là toán ánh.

f vừa là đơn ánh, vừa là toàn ánh nên f là song ánh.

Ví dụ 3: Cho ánh xạ f: 
[image: image34.wmf]¡a¡

, xác định bởi x 
[image: image35.wmf]a

 f(x) =  x2 

Nếu f(x1) = f(x2) hay 
[image: image36.wmf]22
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, ta suy ra ( x1 - x2)(x1 + x2) = 0 hay x1 = x2; x1 = -x2. Vậy f không phải là đơn ánh.

Lấy bất kì 
[image: image37.wmf]y
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, phương trình x2 = y chí có nghiệm 
[image: image38.wmf]x=y

±

, khi y ≥0.

Vậy f cũng không phải là toàn ánh.

Tuy nhiên, ánh xạ f: 
[image: image39.wmf]+
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, xác định bởi 
[image: image40.wmf]2
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là toàn ánh vì 
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ta luôn có 
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để cho x2 = y.

Lại xét ánh xạ f:
[image: image43.wmf]++
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, xác định bời 
[image: image44.wmf]2
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. Rõ ràng ánh xạ ấy là một song ánh.
1.1.1.3.  Ánh xạ ngược của một song ánh
Giả sử f: 
[image: image45.wmf]XY
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là một song ánh. Khi đó, mỗi phần tử 
[image: image46.wmf]xX
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có một ảnh xác định 

f(x) 
[image: image47.wmf]Y
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. Ngược lại, mỗi phần tử y 
[image: image48.wmf]Y
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có một và chỉ một nghịch ảnh x 
[image: image49.wmf]X
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. Vì vậy, song ánh f từ X lên Y là một phép tương ứng 1 – 1 hai chiều giữa X và Y. Ánh xạ biến 

y 
[image: image50.wmf]Y
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thành 
[image: image51.wmf]X
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sao cho f(x) =  y gọi là ánh xạ ngược của song ánh f, kí hiệu là f-1. Vậy f-1 là một ánh xạ từ Y lên X, nó cũng là một song ánh ( hình 1.4) 

[image: image2073.wmf]Ví dụ 4: Ánh xạ f: 
[image: image52.wmf]¡a¡

, xác định bởi x 
[image: image53.wmf]a

 f(x) =  x3 + 1 là một song ánh (xem ví dụ 2) Nó có ánh xạ ngược f-1, đó là: 


[image: image54.wmf]1
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xác định bởi 
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Ví dụ 5: Xét ánh xạ f: 
[image: image56.wmf]22

¡a¡

xác định bởi: 



[image: image57.wmf](x,y)f(x,y)(3x+2y,7x+5y).
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Giả sử f(x1,y1) = f(x2,y2) tức là: 

(3x1+2y1, 7x1+5y1) = ( 3x2 + 2y2, 7x2 +5y2).

Khi đó :


[image: image58.wmf]3x + 2y3x + 2y3(x- x) + 2(y- y) = 0
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Nghiệm của hệ phương trình đó là x1 - x2 = 0, y1 - y2 = 0. Vậy x1 = x2 ; y1 = y2. Do đó (x1,y1) = (x2,y2). Suy ra f là một đơn ánh từ  
[image: image59.wmf]2
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vào 
[image: image60.wmf]2
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Lấy (u,v) 
[image: image61.wmf]2
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, cần chỉ ra tồn tại cặp (x,y) sao cho: 


[image: image62.wmf]3x + 2y = u
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Giải hệ phương trình đó đối với x,y, ta được một nghiệm duy nhất 
[image: image63.wmf]x5u2v
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Vậy f là một toàn ánh từ 
[image: image64.wmf]2
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lên
[image: image65.wmf]2

¡

. Do f vừa là đơn ánh, vừa là toàn ánh nên là một song ánh. Do đó, nó có ánh xạ ngược  f-1 xác định bởi: 
[image: image66.wmf]1

(u,v)f(u,v)(5u2v,3v7u)
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Chú Thích: Nếu f: 
[image: image67.wmf]XY
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 là một đơn ánh thì f là một song ánh từ X lên f(X). Vì vậy, tồn tại ánh xạ ngược f-1: f(X)
[image: image68.wmf]®

X.
1.1.1.4. Tích (hợp) của hai ánh xạ

Cho ba tập hợp X, Y, Z và hai ánh xạ f: 
[image: image69.wmf]XY
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; g: 
[image: image70.wmf]YZ
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. Như vậy, ứng với mỗi phần tử 
[image: image71.wmf],
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có một và chỉ một phần tử y = f(x) 
[image: image72.wmf]Y
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và ứng với mỗi phần tử 
[image: image73.wmf]yY
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, có một và chỉ một phần tử z = g(y)
[image: image74.wmf]Z
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. Như vậy, ứng với mỗi phần tử 
[image: image75.wmf]xX,
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qua trung gian y, có một và chị một phần tử z = g(y) = g[f(x)]
[image: image76.wmf]Z
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. Ánh xạ từ X tới Z xác định bởi: 
[image: image77.wmf]xXzg[f(x)]Z
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[image: image2074.wmf]x0
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Gọi là tích (hay hợp) của các ánh xạ f và g, kí hiệu là gof. 
Vậy gof:  
[image: image78.wmf]XZ,x(gf)(x)g[f(x)]
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(hình 1.5).

Ví dụ 6: cho f: 
[image: image79.wmf][1,1]:xsinx;
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g:  
[image: image80.wmf]x
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Ta có (gof) (x) = g[f(x)] = esinx
(fog)(x) = f[g(x)] = sin ex
1.1.2. Số thực
1.1.2.1. Khái niệm về số thực

Ta biết rằng số hữu tỉ là số có dạng 
[image: image81.wmf]p
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, trong đó p,q 
[image: image82.wmf]Î
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, Mọi số hữu tỉ đều có thể viết được dưới dạng số thập phân hữu hạn, hay số thập phân vô hạn tuần hoàn. Chẳng hạn: 

[image: image84.wmf]).
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Ngoài các số thập phân vô hạn tuần hoàn, ta còn gặp những số thập phân vô hạn không tuần hoàn như các số:
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Các số thập phân vô hạn không tuần hoàn gọi là các số vô tỉ. Như vậy, số vô tỉ là những số không viết được dưới dạng tỉ số của hai số nguyên.

Tập hợp tất cả các số hữu tỉ và vô tỉ gọi là tập hợp các số thực, kí hiệu là
[image: image88.wmf]¡


1.1.2.2. Trục số thực

[image: image2075.wmf]x2

¹

Người ta thường biểu diễn các số thực trên một đường thẳng, trên đó đã chọn một điểm O làm gốc, một chiều dương và một đơn vị dài (hình 1.6). Mỗi điểm M trên đường thẳng đó được ứng với số thực a bằng độ dài đại số của vectơ 
[image: image89.wmf]OM
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. Đảo lại, nếu cho trước một số thực a, ta tìm được một điểm duy nhất M trên đường thẳng sao cho độ dài đại số của vectơ 
[image: image90.wmf]OM
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 bằng a. Như vậy, giữa tập hợp các số thực
[image: image91.wmf]¡

và tập hợp các điểm trên đường thẳng có một phép tương ứng một - một hai chiều. Đường thẳng đó gọi là trục số thực. Ta dùng kí hiệu M (x) để chỉ điểm M ứng với số thực x. 
1.1.2.3.Khoảng, đoạn, khoảng vô hạn  
Sau đây là các tập hợp con của số thực thường gặp. Giả sử a, b là hai số thực, a < b.


[image: image92.wmf]{
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 được kí hiệu là (a,b), gọi là một khoảng mở.
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được kí hiệu là [a,b], gọi là một khoảng đóng hay đoạn.
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được kí hiệu là (a,b].


[image: image95.wmf]{
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được kí hiệu là [a,b).
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được kí hiệu là (-∞, a).
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được kí hiệu là (-∞, a].
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được kí hiệu là (a, +∞).
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được kí hiệu là [a, +∞).

Còn  
[image: image100.wmf](,)
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Các khoảng (-∞, a), (-∞, a], (a, +∞), [a, +∞), (- ∞, +∞) là những khoảng vô hạn.

1.1.2.4. Giá trị tuyệt đối

[image: image2076.wmf]x2
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Số thực x có thể là dương, âm hay bằng 0. Người ta gọi trị số tuyệt đối của số thực x là một số, kí hiệu là 
[image: image101.wmf]x

, được xác định như sau:


[image: image102.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image103.wmf]x
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 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf]nếu 
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Chẳng hạn, 
[image: image106.wmf]77;55
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Nếu số thực x biểu diễn điểm M trên trục số  thì số 
[image: image107.wmf]x

 là độ sài hình học của đoạn OM (hình 1.7)
Giả sử a là một số thực dương. Nếu số thực x biểu diễn điểm M trên trục số thì bất đẳng thức 
[image: image108.wmf]x

< a chứng tỏ rằng khoảng cách hình học từ gốc O nhỏ hơn a. Vậy: 
[image: image109.wmf]xaaxa
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Một cách tổng quát: 
[image: image110.wmf]000
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1.1.2.5. Các tính chất của giá trị tuyệt đối 
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[image: image112.wmf]xx
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với y 
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Bạn đọc tự chứng minh các công thức này.

1.1.3. Các khái niệm cơ bản về hàm số một biến số
1.1.3.1. Định nghĩa hàm số một biến số

Cho X là một tập hợp khác rỗng của 
[image: image115.wmf]¡

. Người ta gọi ánh xạ f: X 
[image: image116.wmf],xf(x)
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, là hàm số một biến số xác định trên tập hợp X, trong đó x gọi biến số độc lập, y gọi là biến số độc lập, y gọi là biến số phụ thuộc hay hàm số của x, X gọi là miền xác định của hàm số f, tập hợp 
[image: image117.wmf]f(X){yyf(x),xX}
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gọi là miền giá trị của f.

Nếu người ta cho hàm số một biến số bởi biểu thức y = f(x) mà không nói gì về miền xác định của nó thì miền xác định của hàm số được hiểu là tập hợp những điểm x sao cho biểu thức có nghĩa.

Ví dụ 1: Hàm số y = 2x2 – 4x + 6 xác định với mọi 
[image: image118.wmf]x

Î

¡

.

Vì y = 2(x-1)2 + 4 ≥ 4 nên miền giá trị của y là khoảng vô hạn [4, + ∞).

Ví dụ 2: Hàm số 
[image: image119.wmf]2
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xác định khi: 1 – x2 ≥ 0 
[image: image120.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image121.wmf]x

≤1 ( -1≤ x ≤1.

Miền giá trị của hàm số là đoạn [0,1].

1.1.3.2. Đồ thị của hàm số một biến số

Giả sử hàm số y = f(x) có miền xác định là X
[image: image122.wmf]Ì
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. Ứng với giá trị x0
[image: image123.wmf]X

Î

, ta được giá trị y0 =f(x0) của hàm số . Gọi M0 là điểm có tọa độ (x0,y0) trong một hệ trục tọa độ đề - các vuông góc. Cho x0 biến thiên trên tập hợp xác định X, điểm M0 biến thiên theo và tạo nên một đường cong trong mặt phẳng tọa độ Oxy, gọi là đồ thị của hàm số y = f(x). Tóm lại, đồ thị của hàm số y =f(x) là tập hợp những điểm có tọa độ thỏa mãn hệ thức y = f(x). Đồ thị của hàm số y = f(x) có thể là một tập hợp rời rạc các điểm, cũng có thể gồm một số cung liền.

Ví dụ 3: Đồ  thị của hàm số 
[image: image124.wmf]2
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 được cho ở hình 1.8
[image: image2077.wmf]9
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1.1.3.3. Hàm số đơn điệu - Hàm số chẵn, hàm số lẻ - Hàm số tuần hoàn

· Hàm số đơn điệu

Hàm số f(x) gọi là tăng (hay đồng biến) trong khoảng (a,b) nếu: 


[image: image126.wmf]121212

x,x(a,b), x< xf(x) f(x)

"ÎÞ£

 

là tăng ngặt trong (a,b) nếu: 
[image: image127.wmf]121212

x,x (a,b), x< xf(x) < f(x)

"ÎÞ

.

Hàm số f(x) gọi là giảm (hay nghịch biến) trong khoảng (a,b) nếu:


[image: image128.wmf]121212

x,x(a,b), x<xf(x)f(x);

"ÎÞ³


là giảm ngặt trong khoảng (a,b) nếu: 
[image: image129.wmf]121212

x,x(a,b), x< xf(x) > f(x).

"ÎÞ


Hàm số f(x) gọi là đơn điệu trong khoảng (a,b) nếu nó tăng hoặc giảm trong khoảng ấy.

Đồ thị của hàm số tăng là một đường đi lên từ trái sang phải (hình 1.9a)

Đồ thị của hàm số giảm là một đường đi xuống từ trái sang phải (hình 1.9b)
[image: image2078.wmf]23
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[image: image2079.wmf]


Hình 1.9  a)





Hình 1.9  b)
· Hàm số chẵn, hàm số lẻ

Hàm số f(x) xác định trong khoảng (-l ,l) gọi là chẵn nếu: 


[image: image130.wmf]x(-,), f(-x) = f(x)

ll

"Î


và gọi là lẻ nếu: 
[image: image131.wmf]x(,), f(-x) = -f(x).

ll

"Î-


[image: image2080.wmf]Đồ thị của hàm số chẵn nhận trục Oy làm trục đối xứng ( hình 1.10), đồ thị của hàm số lẻ nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng (hình 1.11).


[image: image2081.wmf]a
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[image: image2082.bmp]
   Hình 1.10  




   Hình 1.11

· Hàm số tuần hoàn 

Hàm số f(x) gọi là tuần hoàn nếu tồn tại số thực p 
[image: image132.wmf]¹

 0 sao cho: 

f(x+p) = f(x)                    (*)

với mọi x thuộc tập xác định của nó. Số p dương nhỏ nhất sao cho đẳng thức (*)
được thỏa mãn gọi là chu kì của hàm số. Nếu biết đồ thị của hàm số đó trong một khoảng có độ dài thì chỉ cần thực hiện những phép tịnh tiến theo vectơ (k,p,0), 
[image: image133.wmf]k

Î
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để được toàn bộ đồ thị của nó (hình 1.12)

[image: image2083.bmp] 







Hình 1.12 

Ví dụ 4: a) Hàm số f(x) = x4 - 2x2 + 5 xác định
[image: image134.wmf]x
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, là hàm số chẵn vì:


[image: image135.wmf]4242

x, f(-x)(x)2(x)5x2x5f(x)
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b) Hàm số g(x) = 
[image: image136.wmf]1x
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 xác định khi 
[image: image137.wmf]1x
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và 
[image: image138.wmf]x1

¹

, tức khi -1<x<1.

Ta có 
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Vậy g(x) là hàm số lẻ.

c) Hàm số h(x) = cosx xác định 
[image: image140.wmf]x
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¡

, là hàm số chẵn và tuần hoàn chu kì 2
[image: image141.wmf]π

.

d) Hàm số k(x) = 5 sin3x xác định 
[image: image142.wmf]x
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, là hàm số lẻ và tuần hoàn chu kì 
[image: image143.wmf]2
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1.1.3.4. Hàm số hợp

Giả sử y = f(x) là hàm số của biến số u, đồng thời u = g(x) là hàm số của biến số x. Khi đó, y = f(u) = f{g(x)} là hàm số hợp của biến số độc lập x thông qua biến số trung gian u, kí hiệu: (fog)(x) = f{g(x)}.

Miền xác định của hàm số hợp fo g là tập hợp những x sao cho g(x) thuộc miền xác định của x.

Ví dụ 5: Cho y = f(u) = sinu, u = g(x)  = x2 - 4x + 5. Vì f(u) xác định 
[image: image144.wmf]u
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, nên hàm số hợp y = (fog)(x) = f{g(x)} = sin (x2 - 4x + 5) xác định 
[image: image145.wmf]x
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Chú Thích: 

1) Giả sử cả hai hàm số f và g đều xác định 
[image: image146.wmf]x
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¡

. Nói chung ta có


[image: image147.wmf]x,(fg)(x)(gf)(x).
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¡


Chẳng hạn, nếu f(x) = arccosx, g(x) = ex + 1 thì: 

    (fog)(x) = f{g(x)} = arccos(ex + 1)

    (gof)(x) = g{f(x)} = earccosx +1.

2) Cũng có thể định nghĩa hợp của ba hàm số hoặc nhiều hơn. Chẳng hạn 

    (fogoh)(x) = f(g(h(x))).

1.1.3.5. Hàm số ngược: 

Giả sử y = f(x) là một hàm số xác định, đơn điệu trên tập hợp 
[image: image148.wmf]X

Ì

¡

. Khi đó , f là một song ánh từ X lên f(X): = Y (xem chú Thích mục 1.3 chương I). Do đó, mỗi phần tử 
[image: image149.wmf]yY
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đều là ảnh của một phần tử duy nhất
[image: image150.wmf]xX

Î

. Quy tắc cho ứng với mỗi phần tử y (Y, một phần tử duy nhất x ( X gọi là hàm số ngược của f và được kí hiệu là f-1. Vậy f-1 là một hàm số xác định trên Y = f(X), lấy giá trị trong X. Ánh xạ f-1: Y→ X cũng là một song ánh. Như vậy,

y = f(x)
[image: image151.wmf]Û

 x = f-1(y).

Do đó, đồ thị của hai hàm số y = f(x) và x = f-1(y) trong cùng một hệ tọa độ trùng nhau. Nhưng thông thường, ta vẫn dùng x để chỉ biến số độc lập và y để chỉ biền số phụ thuộc. Vì vậy, ta viết hàm số ngược của f(x) là 


[image: image152.wmf]11
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[image: image2084.bmp]Lúc đó, điểm (a,b) nằm trên đồ thị của f khi và chỉ khi điểm (b,a) nằm trên đồ thị của f-1  Hai điểm (a,b) và (b,a) đối xứng với nhau qua đường phân giác thứ nhất ( hình 1.13). Vì vậy, đồ thị của hai hàm số f và f-1 đối xứng với nhau qua đường phân giác thứ nhất (hình 1.14).
[image: image2085.jpg]










Hình 1.13 




   Hình 1.14 
Ví dụ 6: Hàm số f:
[image: image153.wmf]2
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 tăng ngặt trên 
[image: image154.wmf]¡

, nó là một song ánh từ 
[image: image155.wmf]+
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 lên khoảng [ 1, +
[image: image156.wmf])
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. Do đó , nó có hàm số ngược 
[image: image157.wmf]1
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[image: image2086.bmp]xác định bởi: 


[image: image158.wmf]2
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Đổi vai trò của x và y, ta được


[image: image159.wmf]1
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Đồ thị của các hàm số f(x) và f-1(x) được cho ở hình 1.15
1.1.4. Phân loại hàm số






Hình 1.15
1.1.4.1. Các hàm số sơ cấp cơ bản





· Hàm số lũy thừa: 
[image: image160.wmf]α
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Miền xác định phụ thuộc vào
[image: image161.wmf]α

. Chẳng hạn, nếu 
[image: image162.wmf]α

Î

¥

, hàm số xác định trên
[image: image163.wmf]¡

. Nếu 
[image: image164.wmf]α

nguyên âm, hàm số xác định trên 
[image: image165.wmf]¥

\ {0}. Nếu
[image: image166.wmf]1

α=

p

, thì hàm số xác định trên
[image: image167.wmf]¡

, nếu
[image: image168.wmf]p*

Î

¥

, p chẵn và xác định trên
[image: image169.wmf]¡

nếu 
[image: image170.wmf]p*

Î

¥

, p lẻ. Nếu
[image: image171.wmf]α

 là số vô tỉ thì quy ước chỉ xét hàm số tại mọi x>0.

 Đồ thị của hàm số 
[image: image172.wmf]yx

a

=

luôn đi qua điểm (1,1) và đi qua gốc tọa độ nếu
[image: image173.wmf]α

>0, không đi qua gốc tọa độ nếu
[image: image174.wmf]α

< 0 (hình 1.16)







Hình 1.16

· Hàm số mũ: y = ax (a > 0; a
[image: image175.wmf]¹

1). Số a gọi là cơ số của hàm số mũ. Hàm số y = ax xác định trên toàn
[image: image176.wmf]¡

và lấy giá trị dương. Nếu a>1 hàm số y = ax tăng, nếu a < 1 hàm số y = ax giảm. Đồ thị của hàm số y = ax được cho ở hình 1.17
Trong các hàm số mũ, hàm số y = ex với e là một số vô tỉ, có giá trị bằng 2,71828127…, có vai trò quan trọng.
 






Hình 1.17

· Hàm số Lôgarit y = logax (a >0; a
[image: image177.wmf]¹

1)

Vì hàm số mũ xác định và đơn điệu trên 
[image: image178.wmf]¡

(nó tăng nếu a >1, giảm nếu a <1)

nên nó là một song ánh từ 
[image: image179.wmf]¡

lên 
[image: image180.wmf]*
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¡

. Do đó, nó có hàm số ngược, kí hiệu là x = logay. Đổi vai trò của x và y, ta được : y = logax (đọc là lôgarit cơ số a của x).  Hàm số đó là một song ánh từ 
[image: image181.wmf]*
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lên 
[image: image182.wmf]¡

. Đồ thị của nó được suy ra từ đồ thị của hàm số mũ y = ax bằng phép lấy đối xứng qua đường phân giác thứ nhất (hình 1.18).






Hình 1.18
Từ đó, ta suy ra rằng : hàm số y = logax xác định khi a > 0, tăng nếu a > 1, giảm nếu a < 1, logaa = 1 , loga1= 0.

Hàm số logax có các tính chất sau : 

loga(x1, x2) = loga x1 + logax2( x1 >0 ; x2 > 0) ; loga
[image: image183.wmf]x
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= logax1 - loga x2( x1 > 0, x1 > 0); loga(x
[image: image184.wmf]a

) =
[image: image185.wmf]a

logax (x > 0);

b = a logab (b>0);


[image: image186.wmf]logb
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c

=

(a > 0; a ≠1; b > 0; c > 0, c 
[image: image187.wmf]¹

1).

Chú Thích: Lôgarit cơ số 10 của x còn gọi là lôgarit thập phân của x, kí hiệu là lgx ; lôgarit cơ số e của x gọi là lôgarit tự nhiên của x, kí hiệu là lnx.

1.1.4.1.4. Các hàm số lượng giác

· Hàm số y = sinx xác định 
[image: image188.wmf]x
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¡

, lấy mọi giá trị trên đoạn [-1,1] là hàm số lẻ, 
tuần hoàn chu kì 2
[image: image189.wmf]π

.

· Hàm số y = cosx xác định 
[image: image190.wmf]x

"Î

¡

, lấy mọi giá trị trên đoạn [-1,1] là hàm số chẵn, 
tuần hoàn chu kì 2
[image: image191.wmf]π

.

· Hàm số y = tgx xác định trên 
[image: image192.wmf]π
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, lấy mọi giá trị trên 
[image: image193.wmf]¡

, là hàm 
số lẻ, tuần hoàn chu kì
[image: image194.wmf]π

.

· Hàm số y = cotgx xác định trên 
[image: image195.wmf]\{(k
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Î
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, lấy mọi giá trị trên 
[image: image196.wmf]¡

, là hàm số 
lẻ, tuần hoàn chu kì
[image: image197.wmf]π

.

Hình 1.19 cho ta thấy đồ thị của các hàm số lượng giác.









Hình 1.19
Hàm số lượng giác ngược

* Hàm số y = arcsinx 

Hàm số y = sinx xác định trên toàn
[image: image198.wmf]¡

, nhưng không đơn điệu trên
[image: image199.wmf]¡

. Nó tăng trên đoạn 
[image: image200.wmf]ππ
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  và là một song ánh từ 
[image: image201.wmf]ππ

-,

22

éù

êú

ëû

trên đoạn [-1 ;1]. Do đó nó có hàm số ngược, kí hiệu là y = arcsinx ( đọc là ac-sin-x, có nghĩa cung có sin bằng x). Hàm số y = arcsinx có miền xác định là đoạn [ -1,1], có miền giá trị là đoạn 
[image: image202.wmf]ππ
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và là một hàm số tăng. Như vậy :acrsin 
[image: image203.wmf]1
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Đồ thị của hàm số y = arcsinx cho ở hình 1.20

Hình 1.20


Hình 1.21


* Hàm số y = arccosx

Hàm số y = cosx giảm trên đoạn [0,(] và là một song ánh từ đoạn [0,(] lên đoan [ -1,1]. Do đó, nó có hàm số ngược, kí hiệu là y = arccosx (đọc là ac-cos-x, có nghĩa là cung có cosin bằng x). Hàm số y =  arccosx có miền xác định là đoạn [-1,1], có miền giá trị là đoạn [0,(] và là một hàm giảm. 

Ta có arccos 
[image: image204.wmf]1
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Hình 1.21 cho ta đồ thị của hàm số y = arccosx
* Hàm số y = arctgx

Hàm số y = tgx tăng trên khoảng 
[image: image205.wmf]ππ
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và là một song ánh từ khoảng mở 
[image: image206.wmf]ππ
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 lên 
[image: image207.wmf]¡

. Do đó, nó có hàm số ngược, kí hiệu là y = arctgx ( đọc là ac-tang-x), có nghĩa là cung có tang bằng x).

Hàm số y = arctgx có miền xác định là 
[image: image208.wmf]¡

và miền giá trị là khoảng mở 
[image: image209.wmf]ππ
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. Đó là một hàm số tăng. Đồ thị của nó được cho bởi hình 1.22

Hình 1.22




             Hình 1.23
Hàm số y = arccotgx. 

Hàm số y = cotgx giảm trên khoảng (0,() và là một song ánh từ khoảng (0,() lên
[image: image210.wmf]¡

. Do đó nó có hàm ngược, kí hiệu là y = arcocotgx (đọc là ac-cotangx , có nghĩa là cung có cotag bằng x). Hàm số y = arccotgx có miền xác định là 
[image: image211.wmf]¡

, miền giá trị là khoảng mở (0,() và là một hàm số giảm. Đồ thị của nó được cho ở hình 1.23
1.1.4.2. Hàm số sơ cấp

Người ta gọi hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bởi một số hữu hạn các phép cộng, trừ, nhân, chia, phép lập hàm số hợp đối với những hàm số sơ cấp cơ bản.

Ví dụ : y = ax + b, y = ax2 + bx +c, y = loga ( x + 
[image: image212.wmf]2
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[image: image213.wmf]1+ sinx

y =arctg(2x3)
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là những hàm số sơ cấp.

Các hàm số sơ cấp được chia làm hai loại.
·  Hàm số đại số 

Hàm số đại số là những hàm số mà khi tính giá trị của nó ta chỉ phải làm một số hữu hạn các phép tính cộng, trừ, nhân, chia và lũy thừa với số mũ hữu tỉ. Trong các hàm số đại số có:

* Các đa thức bậc n ( n ( 
[image: image214.wmf]¥

)

Pn(x) = anxn + an-1 xn-1+...+ a1x + a0,ai ( 
[image: image215.wmf]¡

, I = 0,1,…,n, an ≠ 0.

* Các hàm số hữu tỉ 
[image: image216.wmf]n(x)

m(x)

P

y = 

Q

 , trong đó Pn(x) và Qm(x) là những đa thức bậc n và m.

* Các hàm số vô tỉ là những hàm số đại số không hữu tỉ, chẳng hạn:


[image: image217.wmf]5
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·  Hàm số siêu việt

Hàm số siêu việt là những hàm số sơ cấp không là hàm số đại số như:

Y = sinx, y = x. 2x, y = 
[image: image218.wmf]x
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1 + x
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BÀI TẬP
1) Giải các phương trình :

a)
 |3 – 4x| = 2

;

b)
|x| = |1 – x|

c)
|x + 1|2 + 3 |x + 1| - 4 = 0     ;
d)
|x + 4| = |x – 4|

2)  Giải các bất phương trình.
a)   
[image: image219.wmf]2
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0

(x+1)(x+3)

³


;  

b)  

[image: image220.wmf]1

8x - 0
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c)

[image: image221.wmf]2

t+ t - 2
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;

d)

[image: image222.wmf]2x11

+³


e)

[image: image223.wmf]1

x1
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;

g)

[image: image224.wmf]14 - 2x1
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3)  Cho 0 < a < b và h được định nghĩa:



[image: image225.wmf]1111

 = ( + )
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chứng tỏ a < h < b.

4)  Cho a,b là hai số thực .

a) chứng minh : |a – b| ( |a| - |b|

b) Suy ra :  |a – b| ( |b| - |a| và  |a – b| ( ||a| - |b||
5)  Các ánh xạ f : A(B sau là đơn ánh, toàn ánh, song ánh? Xác định ánh xạ ngược nếu có.


a)  A = 
[image: image226.wmf]¡

 , B = 
[image: image227.wmf]¡

 , 


f(x) = x + 7


b)  A = 
[image: image228.wmf]¡

 , B= 
[image: image229.wmf]¡

 ,


f(x) = x2 + 2x – 3


c)  A = [4;9] , B = [21;96]  ,  
f(x) = x2 + 2x – 3


d)  A = 
[image: image230.wmf]¡

 , B = 
[image: image231.wmf]¡

 ,


f(x) = 3x – 2|x|


e)  A = 
[image: image232.wmf]¡

, B = (0;+() , 

f(x) = ex +1

f)  A = 
[image: image233.wmf]¥

 , B = 
[image: image234.wmf]¥

 ,


f(x) = x(x + 1)
6) Tìm miền xác định của hàm số 
  
[image: image235.wmf](
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7) Tìm f(x) nếu :
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8) Tìm hàm số ngược của các hàm số:


[image: image237.wmf](
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§1.2 MA TRẬN

1.2.1. Định nghĩa: Một bảng số chữ nhật  có m hàng và n cột
A = 
[image: image238.wmf]aa...a
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 gọi là ma trận cỡ  m x n
aij  là phần tử của ma trận A nằm ở giao điểm của hàng i cột j.

Ta có thể viết:
A = (aij)m x n
Khi m = n  ta có ma trận vuông cấp n (ma trận cấp n)




A = 
[image: image239.wmf]aa...a
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các phần tử  a11 , a22 ,…..ann gọi là các phần tử chéo. Đường thẳng xuyên qua các phần tử chéo gọi là đường chéo chính.

Ma trận A cấp n
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Trong  đó aij = 0 nếu i > j gọi là ma trận tam giác trên.

Ma trận A cấp n :
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Trong  đó aij = 0 nếu i < j gọi là ma trận tam giác dưới.

Ma trận A cấp n :


[image: image242.wmf]11
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Trong  đó aij = 0 nếu i ( j gọi là ma trận chéo.

Ví dụ:



A = 
[image: image243.wmf]123
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là ma trận cỡ 2 x 3

a11  = 1  , a12 = 2  , a13 = 3

a21 = 4   , a22 = 5  , a23 = 6

  

B = 
[image: image244.wmf]1

2

3

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø



là ma trận cỡ 3 x 1 (ma trận cột)

b11 = 1 , b21 = 2 , b31 = 3


C =
[image: image245.wmf](

)

423

-

 

là ma trận cỡ 1 x 3 (ma trận hàng)

c11 = 4 , c12 = 2 , c13 = -3


1.2.2. Ma trận không.
Định nghĩa:  Ma trận không là ma trận mà tất cả các phần tử  đều bằng không.

Ma trận không ký hiệu là 0.


Ví dụ: 

[image: image246.wmf]0000
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Là ma trận không cỡ 2 x 4.
1.2.3.Ma trận bằng nhau.

Định nghĩa: Hai ma trận A và B gọi là bằng nhau nếu chúng có cùng cỡ và các phần tử cùng vị trí bằng nhau, tức là :

1)  A = (ai j )m x n  
B = (bi j )m x n

2)  ai j = bi j 
( i,j
thì   A = B
1.2.4.Ma trận đơn vị In  (cỡ n).
Ma trận đơn vị In   cỡ n là ma trận chéo mà các phần tử nằm trên đường chéo chính đều bằng 1 .

A = 
[image: image247.wmf]10...0
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1.2.5. Cộng ma trận.

1.2.5.1.Định nghĩa:  Cho hai ma trận cùng cỡ m x n 




A = (ai j )m x n   ;   B = (bi j )m x n

Tổng A + B là ma trận cỡ m x n xác định bởi:



A + B = (ai j + bi j) m x n  

Tức là 
(A + B) i j = ai j + bi j

Ví dụ:

[image: image248.wmf]2357710
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1.2.5.2. Tính chất.



A + B = B + A



A + 0 = 0 + A = A



A + (- A) = (- A) + A = 0  ;  (- A = (- ai j )m x n  )



(A + B) + C = A + (B + C) ; ( C = (ci j )m x n   )

1.2.6. Nhân ma trận với một số.

1.2.6.1. Định nghĩa: Cho A = (ai j )m x n   , k ( 
[image: image249.wmf]¡

 thì tích  kA là một ma trận cỡ m x n xác định bởi  kA = (kai j )m x n   

   Ví dụ: 
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1.2.6.2. Tính chất.



k (A + B) = kA + kB



(k + h) A = k A + h A



k (hA) = (kh) A



1.A = A



0.A = 0
1.2.7. Phép nhân ma trận với ma trận.
1.2.7.1. Định nghĩa: Xét hai ma trận 





A = (ai j )m x p   ;   B = (bi j )p x n

Người ta gọi tích   AB là ma trận  C = (ci j )m x n   trong đó 


[image: image251.wmf]p
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cách tính ci j  có thể hình dung bằng sơ đồ
Ví dụ: 
[image: image252.wmf]12

1231.12.33.11.22.23.41018

32

4124.11.32.14.21.22.4918

2322

14

32

æö

æöæöæö

ç÷

ç÷ç÷ç÷

ç÷

èøèøèø

ç÷

èø

++++

==

++++

´´

´


1.2.7.2. Chú ý: 



i)  AB ( BA (thông thường)


ii) A ( 0 , B ( 0  mà AB = 0


A=
[image: image253.wmf]12
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;
B = 
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1.2.8. Một số tính chất 
Định lí: 

A (B + C)
 = AB + AC




(B + C) A
 = BA + CA




A (BC)
 = (AB) C




k (BC)
 = B (kC)




1.2.9.Ma trận chuyển vị.

Định nghĩa: Xét ma trận  A = (ai j )m x n . đổi hàng thành cột, cột thành hàng ta được một ma trận mới gọi là ma trận chuyển vị của A kí hiệu At .



Vậy có At = (aj i )n  x m  

Ví dụ: 
A = 
[image: image256.wmf]41
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thì
 At = 
[image: image257.wmf]432
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1.2.10. Chuyển vị của tích hai ma trận.



A = (ai j )m x p   ;   B = (bi j )p x n


AB sẽ có cỡ m x n



At = (a ji )p x m   ;   B t = (bji )n x p  
Vậy 
B t. At sẽ có cỡ  n x m

Định lí:   (AB)t = B t. At
Ví dụ:
A = 
[image: image258.wmf]12
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;
B = 
[image: image259.wmf]21
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(AB)t =
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At  =  

[image: image262.wmf]11

24

æ

ö

ç

÷

ç

ø

è

-


 B t = 
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   B t. At =
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1 . Cho

  
A = 
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B = 
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C = 
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a) Tính 
A + B

 ; 
(A + B) + C

b) Tính 
7At – 5Bt + 2 (A + C)t

2. Nhân các ma trận.

a)


[image: image268.wmf]11
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b) 
[image: image269.wmf]12
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c)
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3. Hãy tính.

a)
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c) 
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Hãy tìm f(A) với:
f(x) = x2 – 5x + 3I
và
A = 
[image: image275.wmf]21
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5.  Chứng minh rằng nếu AB = BA  thì

a)
(A + B)2 =A2 + 2AB + B2

b)
A2 – B2 =(A + B)(A – B)

6.  Tìm ma trận X biết :




[image: image276.wmf]2546
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7. Cho các ma trận M(s),Q(t), P(u)  được định nghĩa bởi
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(s ( 0) chứng minh điều kiện cần và đủ  để ma trận 




[image: image280.wmf]ab
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Có thể viết dưới dạng M(s) .Q(t) . P(u) là a ( 0, ad – bc =1  
§ 1.3. ĐỊNH THỨC
1.3.1. Định thức.

1.3.1.1. Định thức của ma trận vuông.

Xét ma trận cấp n
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Ta chú ý đến các phần tử ai j, bỏ đi hang i và cột j ta thu được ma trận chỉ còn n – 1 hàng và n-1 cột, tức là ma trận cấp n-1. Ta ký hiệu nó là Mi j và gọi nó là ma trận con ứng phần tử ai j 
Định nghĩa:  Định thức của ma trận A, kí hiệu là det (A), được định nghĩa dần dần như sau .

A là ma trận cấp 1 :



A = (a11)  thì det (A) = a11
A là ma trận cấp 2 :



A = 
[image: image282.wmf]aa
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Thì det (A) =  a11 det (M11) - a12 det (M12 )



    =  a11. a22 - a12. a21

A là ma trận cấp n thì:

Det(A) = a11det(M11) - a12det (M12 ) +…+(- 1)1 + n a1n det(M1n)

Kí hiệu định thức: 

[image: image283.wmf]aa
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Định thức của ma trận cấp n được gọi là định thức cấp n
ví dụ:


1)     
[image: image284.wmf]12
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Chú ý: 

[image: image286.wmf]123

4561.5.92.6.7(4).(8).33.5.71.6.(8)(4).2.

9240

789

-=++-------=

-


     3)
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1.3.1.2.Tính chất của định thức.
· Tính chất 1:  det (At ) = det (A)

Hệ quả: Một tính chất đã đúng khi phát biểu về hàng của định thức thì nó vẫn đúng khi trong phát biểu ta thay hàng bằng cột.

· Tính chất 2:  Đổi chỗ hai hàng ( hay hai cột) của một định thức ta được một định thức mới bằng định thức cũ đổi dấu.

Ví dụ: 
[image: image288.wmf]2
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;
[image: image289.wmf]4
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· Tính chất 3:  Một định thức có hai hàng (hay hai cột) như nhau thì bằng không.

· Tính chất 4:  ( khai triển định thức theo cột j , theo dòng i)

det (A) = (-1)1 + j [ a1jdet(M1j) –a2jdet (M2j )+…( anjdet (Mnj)]

det (A) = (-1)i + 1 [ ai1det(Mi1) –ai2det (Mi2 )+…( aindet (Min)]
Ví dụ :  
[image: image290.wmf]123
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 ( theo cột 2)

· Tính chất 5: Một định thức có một hàng (hay một cột) toàn là số không thì bằng không.

· Tính chất 6: khi nhân các phần tử của một hàng (hay một cột) với cùng một số k thì được một định thức mới bằng định thức cũ nhân với k.

Hệ quả: khi các phần tử của một hàng (hay một cột) có thừa số chung , ta có thể đưa thừa số chung đó ra  ngoài dấu định thức.

Ví dụ:    
[image: image293.wmf]2323
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· Tính chất 7: Một định thức có hai hàng (hay hai cột) tỉ lệ thì bằng không.

· Tính chất 8 : Khi tất cả các phần tử  của một hàng (hay một cột)  có dạng tổng của hai số hạng thì định thức có thể phân tích thành tổng của hai định thức. chẳng hạn như:


[image: image294.wmf]ab+naban
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· Tính chất 9 : nếu một định thức có một hàng (hay một cột ) là tổ hợp tuyến tính của các hàng khác (hay của một cột khác) thì định thức bằng không.

Đó là kết quả của tính chất 8 và 7

· Tính chất 10:  Khi ta cộng bội k của một hàng vào một hàng khác (hay bội k của một cột vào một cột khác) thì được một định thức mới bằng định thức cũ.

Ví dụ:
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· Tính chất 11: Các định thức của ma trận tam giác bằng tích các phần tử chéo.
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Ví dụ:   
[image: image300.wmf]123

0761.7.1177

0011

-==


· Cách tính định thức bằng biến đổi sơ cấp.

	Biến đổi sơ cấp
	Tác dụng
	Lí do

	(1) nhân một hàng với một số k ( 0

(2) đổi chỗ hai hàng

(3) cộng k lần hàng p vào hàng s
	     -Định thức nhân với k
-Định thức đổi dấu

    -Định thức không đổi
	-Tính chất 6

-Tính chầt 2
-Tính chất 10


Ví dụ:
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  (đưa thừa số 3 của hàng 2 ra ngoài)


[image: image302.wmf]1-23
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(đổi chỗ hàng 1 và hàng 2)
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= -3.1.1.(-55) = 165

1.3.2. Ma trận nghịch đảo.
1.3.2.1.Ma trận đơn vị In 
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Đặc điểm của ma trận đơn vị là:


AI = IA = A    A là ma trận vuông cấp n
1.3.2.2. Ma trận khả đảo và ma trận nghịch đảo.
Goi  
[image: image306.wmf]n

M={A}

là tập hợp các ma trận vuông cấp n.

· Định nghĩa: xét 
[image: image307.wmf]n
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​. Nếu tồn tại ma trận 
[image: image308.wmf]n

BM
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sao cho AB = BA = I thì A khả đảo và gọi B là ma trận nghịch đảo của A.

Khi A có nghịch đảo ta nói A không suy biến

Kí hiệu  ma trận nghịch đảo của A là A- 1 
A.A- 1  = A- 1 .A = I

Ví dụ:
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1.3.2.3. Sự duy nhất của ma trận nghịch đảo.

Định lí:

Ma trận nghịch đảo A- 1 của A ( Mn nếu có thì chỉ có một mà thôi.

1.3.2.4. Sự tồn tại của ma trận nghịch đảo và biểu thức của nó.

A = 
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Di j = det (Mi j)  , Ci j = (-1)i + j Di j là phụ đại số của phần tử ai j
Định lí: Nếu det (A) ( 0 thì ma trận A có nghịch đảo A- 1 tính bởi cong thức.
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Chú ý: Ta có thể tìm A- 1 bằng cách  A.B = I

1.3.2.5. Cách tính ma trận nghịch đảo bằng phụ đại số

Ví dụ:
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Det (A) = - 1 ( 0
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1.3.2.6. Ma trận nghịch đảo của tích hai ma trận:

· Định lí: Giả sử A,B
[image: image317.wmf]Î

Mn  là hai ma trận khả đảo. Khi đó A.B cũng khả đảo và (AB)-1 = B-1 . A-1

· Định lí: Nếu A
[image: image318.wmf]Î


[image: image319.wmf]n

M

 khả đảo và có nghịch đảo A-1 thì:


a) A-1 cũng khả đảo và (A-1)-1=A.


b) Am cũng khả đảo và (Am)-1 = (A‑1)m , m nguyên dương .


c)[image: image320.wmf]"

k[image: image321.wmf]¹

0 ta có kA cũng khả đảo và (kA)-1=
[image: image322.wmf]-1
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1.3.2.7. Định thức của tích hai  ma trận.


  Định lí: Nếu A và B là hai ma trận vuông cùng cấp thì có det(A.B)=det(A).det(B) 

1.3.2.8. Định lí: Nếu A
[image: image323.wmf]Î


[image: image324.wmf]n

M

 khả đảo tức là có nghịch đảo A– 1 thì det(A)
[image: image325.wmf]¹

0 . 

1.3.2.9. Định lí: 

  
 a). Nếu B là ma trận vuông cùng cấp với A sao cho BA = I  thì A khả đảo và 
B = A-1.

       b). Nếu B là ma trận vuông cùng cấp với A sao cho AB = I thì A khả đảo và 
B = A-1 .

1.3.3. Hạng của ma trận : 

1.3.3.1. Định nghĩa:

Cho ma trận A= (aij)m​x n. Ta lập ma trận vuông A’cấp K từ A bằng cách bỏ một số hàng và một số cột. Nếu det(A’) 
[image: image326.wmf]¹

0 còn các ma trận vuông lấy trong A có cấp sao hơn có định thức bằng 0 thì ta bảo hạng của ma trận A là K và được ghi ký hiệu r(A) = K .

Ví dụ : 
[image: image327.wmf]1123
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h3 = h1 + h2 nên các ma trận vuông cấp 3 trong A đều có định thức bằng 0, còn ma trận vuông cấp 2 trong A có định thức khác nên r(A)=2.

1.3.3.2. Định lí : Các phép biến đổi sơ cấp về hàng của ma trận không làm thay đổi hạng của ma trận.

Ví dụ : Xét ma trận 
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các phép biến đổi sơ cấp về hàng cho
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Vậy  r(A) = 2
( ( (
BÀI TẬP 
Bài 1 :  Tính các định thức. 
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Bài 2: Cho A là ma trận vuông cấp n

1/ Cho det (A) = 3, hãy tính det (A2) và det (A3)


2/ Cho biết A khả đảo và det (A) = 4, tính det (A–1)

3/ Cho det (A) = 5 và B2 = A, tính det (B)


4/ Cho det (A) = 10, tính det (At.A)

Bài 3 : Tính các định thức .
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Bài 4 :  Chứng minh rằng nếu A là ma trận vuông khả nghịch thỏa mãn A2  – 3A  + I = 0

 thì A-1 = 3I – A.

Bài 5 :  Hỏi các ma trận sau có thể khả đảo không, nếu có, hãy tìm ma trận nghịch đảo bằng phụ đại số

1) 
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Bài 6 :  Tìm hạng của ma trận :
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§1.4. HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYỀN TÍNH

1.4.1. Dạng tổng quát của hệ phương trình tuyền tính:

Đó là một hệ m phương trình đại số bậc nhất đối với n ẩn số.
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(4.1)

Trong đó x1, x2, ... , xn là các ẩn số aij , bi 
[image: image343.wmf]Î

¡

.

Khi m = n ta có hệ vuông với n phương trình n ẩn số .

Khi bi = 0, 
[image: image344.wmf]"

i ta có hệ thuần nhất .

1.4.2. Dạng ma trận của hệ phưong trình tuyến tính :

Xét hệ (4.1) . Ma trận

A=
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gọi là ma trận hệ số của hệ ; ma trận
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gọi là ma trận vế phải (hay cột vế phải) của hệ ; ma trận
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gọi là ma trận ẩn của hệ .

Với hệ (4.1) ta có thể viết là AX = B , đó là dạng ma trận của hệ .
1.4.3. Hệ cramer :

Xét hệ n phương trình, n ẩn :
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 (4.3)
1.4.3.1 Định nghĩa :

Hệ (4.3) gọi là hệ Cramer nếu det(A) 
[image: image349.wmf]¹

 0

Trong đó : 
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1.4.3.2 Định lí: Hệ Cramer có nghiệm duy nhất tính bằng công thức X = A-1B tức là.


[image: image351.wmf]det(A)

j
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det(A)


Trong đó A là ma trận (4.4), Aj là ma trận suy từ A bằng cách thay cột j bởi cột vế phải B.

Ví dụ : giải hệ 
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det(A) = 44
[image: image358.wmf]¹

0 , det(A1) = -40 , det(A2) = 72 , det(A3) = 152

Nghiệm của hệ: 
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1.4.4. Giải hệ phương trình tuyến tính bằng biến đổi sơ cấp.
1.4.4.1 Giải hệ tam giác trên. Đó là hệ 
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Phương trình cuối cùng cho xn , phương trình trên sẽ cho xn-1 , v.v... rồi phương trình đầu sẽ cho x1 ( giải từ dưới lên).

1.4.4.2 Ta viết A(4.4) và cạnh nó là vectơ B ta được ma trận chữ nhật (A,B). Ta áp dụng các phép biến đổi sơ cấp về hàng vào ma trận (A,B) để đưa ma trận A về dạng tam giác.

Ví dụ :
 xét hệ 
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Ta có 
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Áp dụng các phép biến đổi sơ cấp về hàng để đưa ma trận A về dạng tam giác :
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Vậy hệ đã cho tương đối với hệ tam giác trên
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· x3 = 2 ; x2 = -1 ; x1 = 1 . Đó là nghiệm của hệ đã cho 

Phương pháp này là phương pháp Gauss .

1.4.5. Phương pháp Gauss - Jordan 

Đưa ma trận tam giác trên về ma trận đơn vị bằng các phép biến đổi sơ cấp.

Ta trở lại ví dụ của (4.2) ở trên , ta có
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Ta được hệ chéo 
[image: image366.wmf]1
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Do đó có ngay kết quả : x1 = 1 ; x2 = -1 ; x3 = 2.
1.4.6. Giải hệ phương trình tuyến tính bằng phương pháp ma trận nghịch đảo.
Nếu A khả nghịch thì 
AX = B 
[image: image367.wmf]Û

 X = A-1.B



 

YA = B 
[image: image368.wmf]Û

 Y = B.A-1

Ví dụ: giải hệ phương trình
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Ta có 
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= > det(A) = -20
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X = A-1B 
[image: image373.wmf]Û
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1.4.7. Giải hệ phương trình tuyến tính tổng quát
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Để giải ta đặt
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Ta giải AX = B bằng cách thành lập ma trận (A,B), tính hạng của A và (A,B) (ma trận (A,B) gọi là ma trận bổ sung , ký hiệu 
[image: image381.wmf]A(A,B)

=

).

1.4.7.1 Định lí :  Hệ AX = B có nghiệm khi và chỉ khi r(
[image: image382.wmf]A

) = r(A) .

1.4.7.2 Chú ý : r(
[image: image383.wmf]A

)
[image: image384.wmf]¹

r(A) thì hệ vô nghiệm



  r(
[image: image385.wmf]A

) = r(A) = n thì hệ có nghiệm duy nhất



  r(
[image: image386.wmf]A

) = r(A) < n thì hệ có vô số nghiệm

1.4.8. Hệ thuần nhất.

Phương trình AX = B , B = 0 => AX = 0 ta có hệ thuần nhất. Khi đó r(
[image: image387.wmf]A

) = r(A) 

Vậy hệ luôn có nghiệm x1 = x2 = ... = xn = 0, gọi là nghiệm tầm thường
1.4.8.1 Định lí: Hệ thuần nhất có nghiệm khác 0 khi và chỉ khi r(A) < n .



    (Hệ thuần nhất có nghiệm không tầm thường khi và chỉ khi det (A)=0)
1.4.8.2 Hệ quả: 

a. Hệ thuần nhất có số phương trình bé hơn số ẩn thì luôn luôn có nghiệm khác 0.


b. Hệ thuần nhất có số phương trình bằng số ẩn thì:


   - Hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image388.wmf]Û

 det A 
[image: image389.wmf]¹

 0.


   - Hệ có vô số nghiệm      
[image: image390.wmf]Û

 det A = 0.
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BÀI TẬP

Bài 1.  Dùng quy tắc cramer để giai hệ phương trình: 

a) 
[image: image391.wmf]2x+y+z=3

-x+y-2z=2

3x+y-z=5

ì
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b) 
[image: image392.wmf]2x-2y-z=-1
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-x+y+z=-1
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c) 
[image: image393.wmf]x-y+z=1

2x+y+z=2

3x+y+2z=0
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d) 
[image: image394.wmf]2x-x-x=4
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Bài 2. Dùng quy tắc Gauss để giải các hệ phương trình sau :
a) 
[image: image395.wmf]x+y-z=2

x+2y+3z=5

3x-2y-2z=4
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b) 
[image: image396.wmf]2x-3y+z=1
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x+y-2z=2
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c) 
[image: image397.wmf]x+y+z=1

x+2y+3z=-1

x+4y+9z=-9
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        d) 
[image: image398.wmf]x-x+x-x=2
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Bài 3. Giải và biện luận các hệ phương trình:
a) 
[image: image399.wmf]x+y-z=2

x+my-mz=2

(1+m)x+2my-mz=3+m
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b) 
[image: image400.wmf]x+y+(1-m)z=m+2

(1+m)x-y+2z=0

2x-2my+3z=m+2

ì

ï

í

ï

î


c) 
[image: image401.wmf]2
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Bài 4. Tìm các giá trị của a để hai hệ sau tương đương:

[image: image402.wmf]x+2y=1

2x+5y=1
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[image: image403.wmf]x+ay=4
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Bài 5. Với giá trị nào của a thì hệ sau có nghiệm duy nhất

a) 
[image: image404.wmf]x-2y=5

3x+ay=1

ì
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b) 
[image: image405.wmf]x-y+2z=3

2x+ay+3z=1

3x+3y+z=4
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Bài 6. Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp Gauss Jordan

a) 
[image: image406.wmf]x+y-2z=6
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b) 
[image: image407.wmf]x-y+z=6
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BÀI TẬP CHƯƠNG 1
Bài 1: Tìm miền xác định của các hàm số sau:
a) 
[image: image408.wmf]2

y = x-1+21-x+x+1

 
b) 
[image: image409.wmf]2

x-3x+2

y=lg

x+1


c) 
[image: image410.wmf]x

y=

sin

πx


Bài 2: Tìm hàm số dạng: 
[image: image411.wmf]x

f(x)=a+bc

 nếu: 
[image: image412.wmf]f(0)15;

=

 
[image: image413.wmf]f(2)30

=

; 
[image: image414.wmf]f(4)90
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Bài 3: Giả sử 
[image: image415.wmf]f(z)=f(x)+f(y)

. Tìm z nếu có: 


a) 
[image: image416.wmf]f(x)=ax

; 
[image: image417.wmf]b) 
[image: image418.wmf]1
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Bài 4: Cho 
[image: image419.wmf]-112
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Hãy kiểm tra lại (AB)C = A(BC)
Bài 5: Tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận sau:

a) 
[image: image422.wmf]12

A

01

æö

=

ç÷

èø

;
b) 
[image: image423.wmf]123
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c) 
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Bài 6: Tìm hạng của các ma trận sau:

a) 
[image: image425.wmf]12313
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b) 
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Bài 7: Giải các hệ phương trình sau:

a) 
[image: image427.wmf]x-y+z=1

2x+y+z=2

3x+y+2z=0
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b) 
[image: image428.wmf]123
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Bài 8: Với giá trị nào của a thì hệ sau đây không có nghiệm duy nhất

a) 
[image: image429.wmf]x-2y=5

3x+ay=1
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b) 
[image: image430.wmf]x-y+2z=3
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Bài 9: Xác định a để hệ sau có nghiệm không tầm thường
a) 
[image: image431.wmf]ax - 3y + z = 0

2x + y + z = 0

3x + 2y - 2z = 0
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b) 
[image: image432.wmf](1 - a)x + 2y = 0
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CHƯƠNG 2 : GIỚI HẠN, LIÊN TỤC, ĐẠO HÀM, VI PHÂN

CỦA HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ


Trình bày các kiến thức về giới hạn, liên tục, đạo hàm vi phân của hàm số một biến số. Để sinh viên tìm được giới hạn xét tính liên tục của hàm, ứng dụng các công thức để tính đạo hàm, vi phân của hàm số một biến số. 

§2.1. GIỚI HẠN VÀ LIÊN TỤC CỦA HÀM SỐ MỘT BIÊN SỐ

2.1.1. Giới hạn của dãy số (Đọc thêm)
2.1.1.1. Nhắc lại một số kiến thức

Người ta gọi dãy số vô hạn đếm được (infimie dénom brable) là một ánh xạ f từ tập hợp M những số tự nhiên khác không đầu tiên vào trong tập hợp E. Những ảnh f(1), f(2), …, f(n) đựơc ghi tổng quát là : u1, u2, …, un là những số hạng của dãy số được ghi là (Un).

Tập hợp những số hạng là {u1, u2 ,...,un }; mỗi n được gọi là số hạng của dãy số.

Ví dụ: Cho dãy số (Un) sao cho n
[image: image433.wmf]Î

N, Un= 
[image: image434.wmf]1

n

, thì số hạng của (Un) là 
[image: image435.wmf]111

1,,,...,.

23n

 
Về trực giác nếu n tăng “vô hạn”, thì tập hợp những ảnh Un tiến về 0. Người ta nói dãy (Un) hội tụ về 0 hay có giới hạn 0 .

2.1.1.2. Định nghĩa :


Dãy số thực (Un) được gọi là hội tụ về L nếu cho bất kỳ số thực ε dương thì tồn tại số nguyên No sao cho n > No => |Un – L| < ε .


Người ta nói : Un tiến về L khi n tiến tới vô hạn và dãy (Un) có giới hạn L

Ký hiệu : Un
[image: image436.wmf]®

L đọc là “ Un tiên tới L ”, Hay lim
[image: image437.wmf]n

n

U

®¥

=

 L đọc : “giới hạn của Un khi n tiến đến 
[image: image438.wmf]¥

+

 bằng L ".


Mọi dãy số không hội tụ được gọi là “phân kỳ”.
Chú ý :

· Nếu n > No => |Un – L | < ε thì 
[image: image439.wmf]"

N’ >No , n > N’ => |Un – L | < ε .

· Trong 
[image: image440.wmf]¡

, dãy số (Un) với 
[image: image441.wmf]n

1

U=

n

 hội tụ về 0. Thật vậy : Cho ε > 0, 
[image: image442.wmf]$

No
[image: image443.wmf]Î

N, No > 
[image: image444.wmf]1

ε

, lúc đó n > No => 
[image: image445.wmf]o
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Vậy 
[image: image446.wmf]n
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2.1.1.3. Định lí căn bản.
Giới hạn của dãy số nếu tồn tại thì giới hạn đó là duy nhất.

2.1.1.4. Hệ thức trên những dãy số hội tụ.

· Nếu những dãy số thực (Un) và (Vn) hội tụ theo thứ tự về L và L’ thì (Un)+(Vn) hội tụ và có giới hạn L + L’ :  
[image: image447.wmf]nnnn
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· Nếu (Un) hội tụ về L và nếu 
[image: image448.wmf]l

là một số thực thì 
[image: image449.wmf]l

(Un) hội tụ và có giới hạn 
[image: image450.wmf]l

L . 
[image: image451.wmf]nn
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· Nếu (Un) và (Vn) hội tụ theo thứ tự về L và L’ thì (Un).(Vn) hội tụ và có giới hạn L.L’


[image: image452.wmf]nnnn
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lim(U.V)=limU.limV=L.L'
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· Nếu  (Un) là dãy số thực có các số hạng không triệt tiêu và hội tụ về L
[image: image453.wmf]¹

0, thì dãy 
[image: image454.wmf]n
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hội tụ và có giới hạn 
[image: image455.wmf]1
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2.1.1.5. Tính đơn điệu của dãy số.
· Định nghĩa :

Tập hợp 
[image: image457.wmf]¡

những số thực có thứ tự bởi hệ thức 
[image: image458.wmf]"

"

£

.

a) Dãy số thực (Un) là đồng biến nếu 
[image: image459.wmf]n+1

nN,UU
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b) Dãy số thực (Un) là nghịch biến nếu 
[image: image460.wmf]nn+1
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· Tính chất.

· Tính chất 1 : Trong 
[image: image461.wmf]¡

, mọi dãy (Un) đồng biến và gia tăng (majcrée) thì (Un) hội tụ .

Chú ý:

· Ta nói (Un) gia tăng để chỉ tập hợp những số hạng {U1, U2,…,Un} gia tăng.

· Dãy (Un) là đồng biến khi n > N => Un >UN.
· b là gia tăng của (Un) khi 
[image: image462.wmf]n

ε0,nNb - εUb.
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· Tính chất 2 : Trong 
[image: image463.wmf]¡

, mọi dãy (Un) nghịch biến và giảm thiểu (minorée) thì (Un) hội  tụ .
2.1.1.6. Mở rộng khái niệm giới hạn của dãy số.
· Định nghĩa :

a) Dãy số (Un) các số thực, có giới hạn 
[image: image464.wmf]¥

+

nếu bất kỳ A
[image: image465.wmf]Î


[image: image466.wmf]¡

; tồn tại No
[image: image467.wmf]Î


[image: image468.wmf]¥

 sao cho n > No dẫn đến Un > A . Người ta nói (Un) tiến tới 
[image: image469.wmf]¥
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( A
[image: image470.wmf]Î


[image: image471.wmf]¡
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b) Dãy số (Un) các số thực có giới hạn 
[image: image472.wmf]¥
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nếu bất kỳ A
[image: image473.wmf]Î


[image: image474.wmf]¡

, tồn tại No
[image: image475.wmf]Î


[image: image476.wmf]¥

 sao cho n > 
[image: image477.wmf]¥

 dẫn đến Un < A. Người ta nói (Un) tiến về 
[image: image478.wmf]¥

-

 (A
[image: image479.wmf]Î


[image: image480.wmf]¡

-).

Chú ý : Trong cả hai trường hợp trên không được nói (Un) hội tụ.

Ví dụ : 


Cho 
[image: image481.wmf]n

Un

=

 tìm giới hạn (Un) khi 
[image: image482.wmf]n
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Ta có : 
[image: image483.wmf]A,N
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 sao cho No > A2 và n > No => 
[image: image484.wmf]0
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A .
· Tính chất:
* Nếu dãy số (|Un|) có giới hạn 
[image: image485.wmf]¥

+

thì dãy số 
[image: image486.wmf]n
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 có giới hạn là 0 . 

* Nếu dãy số (Un) có giới hạn là 0, thì dãy số 
[image: image487.wmf]n
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có giới hạn là 
[image: image488.wmf]¥
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2.1.2. Giới hạn của hàm số:
2.1.2.1. Định nghĩa:
Cho hàm số f(x) xác định trong khoảng (a;b) nói rằng f(x) có giới hạn là L (hữu hạn), khi x dần tới xo (xo
[image: image489.wmf]Î

[a,b]) nếu với bất kỳ 
[image: image490.wmf]0

e

>

 cho trước tìm được 
[image: image491.wmf]0
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 sao cho 
[image: image492.wmf]o
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 thì |f(x)-L| < 
[image: image493.wmf]ε

 (Viết là  
[image: image494.wmf]limf(x)L
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 hay 
[image: image495.wmf]f(x)L
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 khi 
[image: image496.wmf]o
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Ví dụ: 

a) Cho f(x)= c, c là hằng số, ta sẽ chứng minh rằng 
[image: image497.wmf]o

xx

limf(x)c
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Thật vậy, cho trước 
[image: image498.wmf]ε0
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, vì f(x) = c 
[image: image499.wmf]"

x , do vậy với bất kỳ 
[image: image500.wmf]0
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[image: image501.wmf]0
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 luôn có  
[image: image502.wmf]e
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 .

b) f(x) = x => 
[image: image503.wmf]o
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c) 
[image: image504.wmf]x0
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.
d) 
[image: image505.wmf]x0

limcosx=1
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Định nghĩa:

Nói rằng hàm số f(x) có giới hạn L khi x dần tới dưong vô cùng và ta viết là: 
[image: image506.wmf]x

limf(x) = L
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Nếu với bất kỳ 
[image: image507.wmf]ε0
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 ; tìm được N > 0 đủ lớn sao cho khi x > N thì 
[image: image508.wmf]|f(x)L|
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Nói rằng hàm số f(x) có giới hạn L khi x dần xa tới âm vô cùng và viết là 
[image: image509.wmf]limf(x)L

x

=

®-¥

.

Nếu với bất kỳ 
[image: image510.wmf]ε0
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, tìm được N < 0 có trong tuyệt đối đủ lớn sao cho khi x < N thì 
[image: image511.wmf]|f(x)L|
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Ví dụ:

a) 
[image: image512.wmf]1
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Thật vậy, với bất kỳ 
[image: image513.wmf]ε0
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[image: image514.wmf]1
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b) 
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Khi f(x) ( 0 (x ( a), a có thể hữu hạn, có thể là vô cùng thì f(x) được gọi là vô cùng bé trong quá trình x ( a , và khi x ( a mà f(x) có giá trị tuyệt đối trở nên lớn hơn bất kỳ số dương nào cho trước thì ta nói rằng f(x) là một số vô cùng lớn trong quá trình x ( a ; khi đó ta cũng viết 
[image: image517.wmf]xa
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nếu f(x) trở thành dương vô cùng và 
[image: image518.wmf]xa
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 nếu f(x) trở thành âm vô cùng .

Ví dụ: 

a) 
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0

1

lim

x

x

®

=+¥

 ; vì 
[image: image520.wmf]1

A>0:

δ=

A

"

 thì | x | < δ => 
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2.1.2.2. Các tính chất của giới hạn.
· Định lí 1

Cho 
[image: image523.wmf]limf(x) =L
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Khi đó.

a) 
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, với C là hằng số.

b) 
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Nhận xét :

1) Pn(x) = a0 + a1x + a2x2 + ...+ anxn .

Khi 
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* Khi gặp các dạng vô định: 
[image: image534.wmf]0

;0  ;;,

0

¥

¥-¥´¥

¥

 ta phải tìm cách khử dạng vô định. Sau đây giới thiệu một số cách khử dạng vô định thông qua các ví dụ cụ thể.

Ví dụ:

a) Xét 
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Đặt x = y6 ta có :
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· Định lí 2                                   
Giả sử ba hàm số f(x),g(x) và h(x) thoả bất đẳng thức .



f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) với x
[image: image555.wmf]Î

 (a;b)

Khi đó , nếu 
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* Giới hạn quen thuộc: 
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* Ví dụ: 
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· Định lí 3 Cho f(x) là một hàm số xác định tăng (giảm) trên 
[image: image560.wmf]¡

; khi đó nếu f bị chặn trên nghĩa là tồn tại M sao cho f(x) ≤ M với mọi x
[image: image561.wmf]Î

¡

 (bị chặn dưới nghĩa là tồn tại N sao cho f(x) ≥ N với mọi x
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Áp dụng định lý này ta chứng minh được :
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Ta có  một dạng khác của e : 
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* Ví dụ: 
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2.1.2.3. Giới hạn một phía 

· Định nghĩa:


Hàm số f có giới hạn L ở phía bên phải của điểm x0 nếu và chỉ nếu cho tuỳ ý α > 0 ta có thể tìm β > 0  sao cho 


0 < x – x0 < β => | f(x) – L | < α
Người ta viết :
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0 < x – xo < β => | f(x) – L | < α

Tương tự cho giới hạn bên trái của xo 
[image: image569.wmf]0
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0 < xo – x < β => | f(x) – L | < α .

* Ví dụ: Tìm 
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Vì 
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· Định lí:

Điều kiện ắt có và đủ để 
[image: image573.wmf]0
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f(x) = L là 
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 EMBED Equation.3  [image: image575.wmf]limf(x)
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đều tồn tại và bằng L 
2.1.2.4. Vô cùng bé và vô cùng lớn .
Hàm số f(x) được gọi là vô cùng bé, viết tắt là VCB khi x ( x0 nếu 
[image: image576.wmf]0
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Hàm số g(x) được gọi là vô cùng lớn, viết tắt là VCL, khi x ( x0 nếu 
[image: image577.wmf]0
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Dĩ nhiên ở đây x0 có thể là hữu hạn hoặc vô cùng .

Cho f1(x), f2(x) là hai VCB khi 
[image: image578.wmf]0

xx
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 , ta nói rằng f1(x) có bậc cao hơn f2(x) nếu 
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 và viết là f1(x) = 0(f2(x)) , x ( x0.
Khi đó ta cũng nói rằng f2(x) bậc thấp hơn f​1(x) , (x ( x0)

f1(x) cùng bậc với f2(x) nếu 
[image: image580.wmf]0
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Và viết là f1(x) = C(f2(x)) , x ( x0

Đặc biệt nếu 
[image: image581.wmf]0
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 thì ta nói rằng f​1(x) tương đương với f2(x) khi   x ( xo và viết là 
[image: image582.wmf]1
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* Ví dụ : sinx ~ x ; tanx ~ x ; vậy sinx ~ tanx ; 1-cosx ~ 
[image: image584.wmf]2
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· Định lí : 
Nếu
[image: image585.wmf]______
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               nếu f(x) ~
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Ví dụ: Tìm 
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2.1.3. Hàm số liên tục:

2.1.3.1. Định nghĩa:

* Cho f(x) là một hàm số xác định trong khoảng (a;b); ta nói rằng f(x) liên tục tại điểm x0
[image: image591.wmf]Î

(a;b) nếu 




[image: image592.wmf]0
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Hàm số f(x) không liên tục tại điểm x0 được gọi là  gián đoạn tại điểm ấy.

* Vậy 
[image: image593.wmf]0
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* Ví dụ: Cho hàm số f: x 
[image: image595.wmf]a

 x2 định nghĩa trên 
[image: image596.wmf]¡

. Chứng minh f(x) liên tục tại x0=2 

Ta có f(2) = 4 ta cho tuỳ ý số thực α > 0 sao cho |x2 – 4| < α . Với mọi số thực x , ta có |x2 – 4| = |x – 2|.|x + 2|

nếu |x – 2| < 1 thì -1 < x – 2 < 1 
[image: image597.wmf]Û

 3 < x+2 < 5………….

Vậy |x2 – 4| = |x – 2|.|x + 2| < 5|x – 2|

Do đó để có |x2 – 4| < α  thì |x – 2| < 1 thì 5|x – 2| < α . Ta lấy 
[image: image598.wmf]α
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 thì hàm liên tục tại x = 2 .

Nói rằng hàm số f(x) liên tục trong khoảng (a;b) nếu f(x) liên tục với mọi x
[image: image599.wmf]Î

(a;b) .

2.1.3.2. Định lí 1

Cho f(x), g(x) là hai hàm liên tục trong khoảng (a;b) khi đó

a) f(x) + g(x) liên tục trong (a;b) .

b) f(x).g(x) liên tục trong (a;b) .

Đặc biệt Cf(x) (C là hằng số) liên tục trong (a;b) .

c) [image: image600.wmf]f(x)

g(x)

 liên tục trong (a;b) trừ ra những điểm x làm g(x) = 0 .

Từ định lí trên suy ra : 

Các đa thức là những hàm số liên tục; phân thức trừu tượng là hàm số liên tục trừ các điểm để đa thức mẫu số bằng 0. Các hàm số lượng giác liên tục trong miền xác định của nó. 

Lưu ý rằng hàm số f(x) liên tục tại x0 thì


[image: image601.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image602.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image603.wmf]00

xxxx
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2.1.3.3. Định lí 2.

Giả sử hàm số g(x) xác định trong khoảng Y: = (c,d) và f(x) xác định trong khoảng X: = (a,b) và khi x biến thiên trong X thì f(x) không lấy giá trị ngoài khoảng Y . Nếu f(x) liên tục tại x0
[image: image604.wmf]Î

X và g(x) liên tục tại điểm tương ứng y0= f(x0) thì hàm số hợp g(f(x)) liên tục tại x0 .
· Nhận xét . 


Ta có các công thức

· 
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2.1.3.4. Liên tục trái, liên tục phải tại một điểm 

· Định nghĩa:

Một hàm số f(x) được gọi là liên tục bên phải của điểm x0 nếu 
[image: image613.wmf]+
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Một hàm số f(x) được gọi là liên tục bên trái của điểm x0 nếu 
[image: image614.wmf]-
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Vậy một hàm số liên tục tại điểm x0 điều kiện cần và đủ là hàm số đó vừa liên tục bên trái vừa liên tục bên phải tại điểm x0 .

* Ví dụ: Cho hàm số
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Chứng tỏ f(x) liên tục tại x = 1.

Ta có   
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Vậy hàm số f(x) liên tục tại x = 1 .

2.1.3.5. Hàm số bất liên tục (gián đoạn) tại một điểm.

Một hàm số f(x) xác định trên khoảng có tâm x0. Người ta nói rằng f(x) bất liên tục hay f(x) gián đoạn tại điểm x0 nếu và chỉ nếu f(x) không liên tục tại x0 .

Nói cách khác: f(x) gián đoạn tại x0 nếu f(x0) không tồn tại, hay
[image: image619.wmf]α0
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 sao cho 
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2.1.3.6. Các tính chất của hàm số liên tục.

· Định lí:


Cho f(x) là một hàm số xác định, liên tục trong một khoảng I: = (α;β)


Cho a,b
[image: image622.wmf]Î

I sao cho a < b và f(a).f(b) < 0
Khi đó 
[image: image623.wmf]c(a;b)

$Î

 sao cho f(c) = 0 . 

* Hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a;b] nếu và chỉ nếu 

+
f(x) liên tục với mọi x
[image: image624.wmf]Î

(a;b) .

+
f(x) liên tục phải tại a và liên tục trái tại b .

· Hệ quả:  
Cho f(x) là một hàm số xác định liên tục trong đoạn [a;b]. Khi đó f(x) lấy ít nhất một lần mọi giá trị nằm giữa f(a) và f(b).

· Định lí:

Cho f(x) là một hàm số xác định, liên tục trên mọi đoạn giới nội [a;b], khi đó lập J: = {f(x)| x
[image: image625.wmf]Î

[a;b]} là giới nội hơn nữa tồn tại hai điểm c,d
[image: image626.wmf]Î

[a;b] sao cho f(d) = supf(x) và f(c) = inff(x) với x
[image: image627.wmf]Î

[a;b] .

Ví dụ: Chứng minh phương trình 


x3 + 2 x – 2 = 0 có nghiệm.

Đặt f(x) = x3 + 2x – 2 .


f(0) = -2 ; f(1) = 1 .

=> f(0).f(1) = -2.1 = -2 < 0 .

Vậy phương trình x3 + 2x – 2 = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0;1) .

2.1.3.7. Hàm số nghịch đảo của một hàm số nghiêm cách đơn điệu trên đoạn. (Đọc thêm)
· Sự tồn tại:

Một hàm số f(x) liên tục, nghiêm cách đơn điệu trên [a;b], ảnh của [a,b] là đoạn [m,n]=[f(a),f(b)]. Hàm số f(x) là một toàn ảnh của [a,b] trên [f(a),f(b)] nhưng nghiêm cách đơn điệu trên [a,b] nên



x1 > x2 => f(x1) > f(x2)



x1 < x2 => f(x1) < f(x2)

mà x1, x2
[image: image628.wmf]Î

 [a,b]
x1 ≠ x2 => f(x1) ≠ f(x2) diễn tả f là một đơn ánh. Vậy f là một song ánh của [a;b] trên [f(a);f(b)]

Nghĩa là phương trình f(x) = λ 


(λ
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[f(a);f(b)], x
[image: image630.wmf]Î

[a;b]) có nghiệm duy nhất. Vậy f nhận một hàm số nghịch đảo f-1 là một song ánh từ [f(a);f(b)] trên [a;b] .







Hình 2.1
· Chiều biến thiên:


Giả sử f(x) liên tục, đồng biến nghiêm cách trên [a;b] cho y1, y2 phân biệt trên [f(a),f(b)]. Ta có:



x1 = f-1(y1) vậy y1 = f(x1)



x2 = f-1(y2) vậy y2 = f(x2)


Ta có: 




[image: image631.wmf]-1-1
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f(y) - f(y)x- x

 = 

y - yf(x) - f(x)



f đồng biến nghiêm cách trên [a;b]. Vậy f-1 cũng đồng biến nghiêm cách trên [f(a);f(b)] .

* Định lí:

 Nếu f là một hàm số liên tục và đơn điệu nghiêm cách trên [a;b]

+
f là song ánh của [a;b] trên [f(a); f(b)] . 

+
Hàm số nghịch đảo của f là một song ánh liên tục và đơn điệu nghiêm cách của [f(a) ;f(b)] trên [a;b] và cùng chiều biến thiên với f .


Đồ thị của hàm số f và f-1 trong cùng hệ trục đối xứng nhau qua đường thẳng y = x .
( ( (
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Bài 1 : Tìm giới hạn của các dãy số sau .
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Bài 2: Tìm các giới hạn sau .
1) 

[image: image638.wmf]4

2

x2

x-16

lim

4-x

®


;


2)

[image: image639.wmf]x2

x+2-2

lim

x+7-3

®


;

3)

[image: image640.wmf]x0

xsinx

lim

1-cosx

®


;


4)

[image: image641.wmf]3

x0

tgx-sinx

lim

x

®



;

5)

[image: image642.wmf]x2

x2

2-x

lim

x-2

®


;


6)

[image: image643.wmf]x

4

π

limcotg2x.cotg-x

4

p

®

éù

æö

ç÷

êú

èø

ëû

;

7)

[image: image644.wmf]x

1

x

x

1

lime+

x

®¥

æö

ç÷

èø


;

8)

[image: image645.wmf](

)

22

x

limx+1-x-1

®¥


;

9)

[image: image646.wmf](

)

2

x

limx+5x+x

®+¥

;

10)

[image: image647.wmf](

)

2

x

limx+2x-x

®+¥


;

11)
[image: image648.wmf](

)

2

x

limx+5x+x

®-¥

;

12)

[image: image649.wmf](

)

2

x

limx+2x-x

®-¥


;
Bài 3: Xét sự liên tục trên 
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 của các hàm số sau.
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Bài 4: Cho 
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Hãy chọn a sao cho f(x) liên tục trên 
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Bài 5: Tính giới hạn.
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§2.2. ĐẠO HÀM VI PHÂN CỦA HÀM SỐ

2.2.1. Đạo hàm:

2.2.1.1. Đạo hàm tại một điểm. 

· Định nghĩa: Cho hàm số f xác định trên lân cận điểm x0, ta nói rằng f có đạo hàm tại điểm x0 khi tỷ số 
[image: image666.wmf]0
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 có một giới hạn hữu hạn khi x tiến tới x0. (f(x) khả vi tại điểm xo )
Đạo hàm tại điểm x0 được ghi bằng ký hiệu f’(x0) hay 
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0

y

.




[image: image668.wmf]0

0

0

xx

0

f(x)-f(x)

f '(x)=lim

x-x

®


Nếu đặt: Δx = x – x0  

Δy = y – y0 = f(x) – f(x0) = f(x0 + Δx) – f(x0)


Ta có  
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* Ví dụ 1: Cho f(x) = x2 , 
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Vậy hàm số f có đạo hàm tại 
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 và đạo hàm đó là f’(x0) = 2x0 .

* Ví dụ 2: Cho hàm số f xác định bởi
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Chứng tỏ f có đạo hàm tại x0 = 0. Ta có
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Như thế khi x ( 0, |x| ( 0 và 
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Vậy hàm số đã cho có đạo hàm tại x0 = 0 và f’(0) = 0 .

· Đạo hàm bên trái, bên phải của một điểm 
* Định nghĩa:

Cho hàm số f định nghĩa trên [x0,a) (x0 < a). Người ta nói f có đạo hàm bên phải tại x0 nếu và chỉ nếu 
[image: image678.wmf]0
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 có giới hạn bên phải tại x0 .

Cho hàm số f định nghĩa trên (a,x0] (a < x0). Người ta nói f có đạo hàm bên trái tại x0 nếu và chỉ nếu 
[image: image679.wmf]0
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 có giới hạn bên trái tại điểm x0 . 

* Chú ý: Để hàm số f có đạo hàm tại x0 , điều kiện cần và đủ là f có đạo hàm bên trái và bên phải tại x0 bằng nhau .

2.2.1.2. Tính chất của đạo hàm tại x0.

* Tính chất: Nếu hàm số f có đạo hàm tại điểm x0 thì f liên tục tại x0 . 


Thật vậy :


[image: image680.wmf][

]

00

0

00

xx

0

f(x) - f(x)

limf(x) - f(x)lim.(x - x)

x - x

xx

®®

éù

=

êú

ëû




[image: image681.wmf]00

0

0

0

xxxx

0

0

0

xx

f(x) - f(x)

lim.lim(x - x)

x - x

=f '(x).00

>limf(x) = f(x)

®®

®

=

=

=


* Chú ý: f liên tục tại x0 thì chưa chắc f có đạo hàm tại x0 . 

Ví dụ: Cho hàm số 
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Ta có f liên tục tại x0 = 0 .

Và 
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 EMBED Equation.3  [image: image684.wmf]khi
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Vậy : 
[image: image686.wmf]x0

f(x) - f(0)

f'(0)lim1

x - 0

+

+

®

==




[image: image687.wmf]x0

f(x) - f(0)

f'(0)lim1

x - 0

f'(0)f'(0).

-

-

®

+-

==-

=>¹


2.2.1.3. Giải thích bằng đồ thị:
Gọi (c) là đồ thị của y = f(x) , gọi M0(x0,y0) ; M(x,y) trên (c) , đường thẳng M0M có hệ số góc là 
[image: image688.wmf]0
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Tỷ số 
[image: image689.wmf]0

0
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 có giới hạn f’(x0) nếu và chỉ nếu cát tuyến M0M có giới hạn là tiếp tuyến M0T .


     


Nói cách khác : Đạo hàm f’(x0) là hệ số góc của tiếp tuyến M0T.

 
Và phương trình của đường tiếp tuyến M0T:
 y – y0 = f’(x0).(x – x0) .

  Hình 2.2

* Chú thích : Hàm số f xác định với x = x0 




Nếu 
[image: image690.wmf]0
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 khi x ( x0 thì ta nói rằng tại điểm x0 hàm số f có đạo hàm theo nghĩa rộng và có đạo hàm tại điểm đó là vô cực. Trong trường hợp này, tiếp tuyến M0T song song với trục Oy .

2.2.1.4. Đạo hàm trên khoảng, đoạn :
-
Hàm số f được gọi là có đạo hàm trên khoảng (a ;b) khi f có đạo hàm tại mọi x
[image: image691.wmf]Î

(a ;b) .

Hàm số f được gọi là có đạo hàm trên đoạn [a ;b] khi f có đạo hàm bên phải của a ; f có đạo hàm bên trái của b và f có đạo hàm tại mọi x
[image: image692.wmf]Î

(a ;b) .
* Ghi chú :

- Nếu f có đạo hàm tại mọi x
[image: image693.wmf]Î

(a ;b) thì đạo hàm được ghi bằng ký hiệu y’ hay f’(x)



[image: image694.wmf]x

Δ0

f(x+

Δx)-f(x)

x(a;b),y'f'(x)lim

Δx

®

"Î==


-
Hàm số f’ định bởi 
[image: image695.wmf]x
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 được gọi là hàm số đạo hàm của hàm số f 
 Chúng ta cần phân biệt hàm số đạo hàm f’ và đạo hàm của f tại x0 . Với hàm số đạo hàm f’ thì y’= f’(x) là ảnh của x cho bởi hàm f’ ; còn đạo hàm của f tại x là một số f’(x) . 

Ví dụ: Cho hàm số đạo hàm của f: 
[image: image696.wmf]2
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 là hàm số f’: 
[image: image697.wmf]x 2ax + b
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 định nghĩa trên R . 

Chú ý: f’ độc lập với giá trị c .

2.2.1.5. Các phép tính về đạo hàm:

Gọi u,v là hàm số có đạo hàm trên (a,b) thì:

(λ.u)’ = λ.u’

(λ là hằng số)

(u + v)’ = u’ + v’

(u.v)’ = u’v + v’u

(un)’ = n.un-1.u’
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2.2.1.6. Đạo hàm của hàm số hợp:

* Định lí: Cho hàm số y = f[u(x)] .

-  Nếu hàm số u cuả biến số x có đạo hàm đối với x là u’(x) .

-  Hàm số f của biến số u có đạo hàm đối với u là f’(u) thì hàm số y có đạo hàm đối với x là yx’ định bởi



[image: image700.wmf]'''
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2.2.1.7. Đạo hàm của hàm số ngược

* Định lí:  Cho hàm số y = f(x) có hàm số ngược x = g(y) .

-  Nếu x = g(y) có đạo hàm 
[image: image701.wmf]'
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tại điểm y .

-  Nếu y = f(x) liên tục tại x = g(y) thì tồn tại đạo hàm 
[image: image702.wmf]''
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 định bởi 
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2.2.1.8. Đạo hàm cấp cao:

Cho hàm số y = f(x) có đạo hàm y’ = f’(x) .

-  Nếu hàm số y’ = f’(x) có đạo hàm, thì đạo hàm đó được gọi là đạo hàm cấp hai của y = f(x) và được ghi bằng ký hiệu y’’ hay f’’(x) . 

-  Tương tự, nếu y’’ có đạo hàm thì ta có đạo hàm cấp ba và ghi y’’’ hay y(3) hoặc f(3)(x) . Từ thế tiếp tục, ta có đạo hàm cấp n .


Tóm lại 



f(n)(x) = [f(n-1)(x)]’
CỐNG THỨC ĐẠO HÀM

	Đạo hàm tại x
	Đạo hàm tổng quát

	f(x)
	f’(x)
	HÀM   SỐ
	ĐẠO HÀM

	c (hằng số)
	0
	u + v
	u’ + v’

	X
	1
	Ku
	ku’

	x2
	2x
	u.v
	u’v + v’u
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* Chú ý: 

Đạo hàm của hàm số lượng giác trong bảng tính trên thì cung x được tính bằng radian 
2.2.2.Vi phân: 

2.2.2.1. Định nghĩa: 

Như ta đã biết, theo định nghĩa một hàm số f(x) khả vi tại x, ta có f(x + Δx) – f(x) = f’(x).Δx +ρ.(Δx)
(ρ.(Δx) là một VCB bậc cao hơn Δx khi Δx ( 0 )

Tích số f(x).Δx được gọi là vi phân của hàm số f . lấy tại điểm x và ký hiệu là df: df = f’(x).Δx .

Vi phân của hàm số f(df) bằng tích số của đạo hàm (f’(x)) nhân với số gia của đối số (Δx). Đặc biệt xét hàm số f(x) = x thì dx = 1.Δx . Do vậy công thức có dạng df = f’(x).dx

Hoặc tương đương f’(x) = 
[image: image732.wmf]df
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 nghĩa là đạo hàm của hàm số bằng thương số giữa vi phân của hàm số đối với đối số và vi phân của đối số .

Vi phân có tính bất biến .

Ví dụ: Tìm vi phân của hàm số y =
[image: image733.wmf]sinx

.



Ta có 
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=> 
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2.2.2.2. Công thức tính vi phân:


d(u + v) = du + dv


d(u.v) = udv + vdu
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 EMBED Equation.3  [image: image737.wmf]2

vdu - udv

= 

v

 ; (v ≠ 0)

Và 
y = f(u) => dy = f’(u).du


y = f-1(x) => dy = 
[image: image738.wmf]dx

f'(y)


2.2.2.3. Ứng dụng vi phân để tính gần đúng giá trị hàm số:


Ta đã biết: Δx = x – x0 , Δy = f(x0 + Δx) – f(x0)

Vi phân của f tại x0 

Δy ≈ f’(x0).Δx


=> f(x0 + Δx) – f(x0) ≈ f’(x0).Δx


=> f(x0 + Δx) ≈ f’(x0).Δx + f(x0) 

Ví dụ: Tính gần đúng sin 44o .


Ta có : f(x) = sinx => f’(x) = cosx


Nên sin(x0 + Δx) ≈ sinx0 + cosx0.Δx


Chọn x0 = 45o , 
[image: image739.wmf]÷
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Δx = -1o , 
[image: image740.wmf]÷
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44o = 45o – 1o , 
[image: image741.wmf]ππ
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Ta có sin
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2.2.2.4. Vi phân cấp cao:

· Định nghĩa vi phân cấp cao.
Vi phân cấp hai của hàm số f(x) tại một điểm nào đó (nếu có) là vi phân của vi phân df (vi phân df bây giờ được gọi là vi phân cấp một)

Nếu ký hiệu vi phân cấp hai là d2f , thì theo định nghĩa d2f = d(df).

Một cách quy nạp vi phân cấp n, ký hiệu là dnf là vi phân của vi phân cấp n-1 .
dnf = d(dn-1f)

· Ví dụ: Tìm vi phân cấp 3 của hàm số f(x) = esinx .

Có 
f’(x) = cosx.esinx

f’’(x) = - sinx.esinx + cos2x.esinx 


f’’’(x) = (cos2x – 3sinx – 1).cosx.esinx 

=> d3y = (cos2x – 3sinx – 1).cosx.esinxdx3
2.2.3. Ứng dụng :
Cho hàm số f(x) xác định trong khoảng (a ;b) ta nói rằng f(x) đạt cực đại (cực tiểu) tại điểm x = c, c ( (a ;b), nếu với x + (x ( (a ;b) 

Ta có f (c + (x) – f(c) ( 0 
((0)
Điểm x = c thường gọi là điểm cực trị của hàm số f(x)

2.2.3.1. Các định lí về giá trị trung bình :

· Định lí Fermar

Nếu hàm số f : (a ;b) ( 
[image: image746.wmf]¡

cực trị ở c ( (a;b) và nếu f khả vi tại c thì f/ (c) = 0
· Hệ quả :

Cho hàm số f(c) xác định liên tục trong đoạn (a ;b( và khả vi trong khoảng (a;b) . Giả sử f(a) = f(b) khi đó tồn tại c ( (a;b) sao cho f/ (c) = 0
· Định lí Lagrange

Cho hàm số f(x) xác định liên tục trong đoạn (a;b( và khả vi trong khoảng (a;b) khi đó tồn tại một điểm c ( (a ;b) sao cho  
[image: image747.wmf](
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· Định lí Cauchy

Cho f(x), g(x) là hai hàm số xác định, liên tục trong đoạn (a ;b( và x ( (a ;b) g(a) ( g(b), giả sử f(x) và g(x) khả vi trong khoảng (a ;b) và g/(x) ( 0 với mọi            
Khi đó tồn tại c ở giữa a và b sao cho  
[image: image748.wmf](
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2.2.3.2. Ứng dụng các định lí về giá trị trung bình
· Định lí De L’Hospital

Giả sử các hàm số f(x), g(x) xác định khả vi tại lân cận x = a (a(R) có thể trừ tại điểm x = a. Nếu 
[image: image749.wmf]limf(x)limg(x)0

xaxa

==

®®

, g/(x) ( 0 ở lân cận x = a. Và nếu 
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[image: image751.wmf](

)

(

)

xa

fx

A 

gx

lim

®

=


· Chú ý :

* Trường hợp 
[image: image752.wmf]'
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định lí trên vẫn đúng

* Trường hợp x ( ( vẫn có thể dùng được định lí trên
* Trường hợp f và g khả vi tại lân cận điểm a trừ ra tại điểm a 
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 và g/(x) ( 0 lại lân cận a. Khi đó nếu 
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Ví dụ :


[image: image756.wmf]3

2'

'

0

1)

0

6

x

lim

x-sinx

x0

3x6x(6x)

limlimlim

1-cosxsinx(sinx)

x0x0x0

æö

ç÷

èø

====

®

®®®



[image: image757.wmf]α

α1αα

lnx

2)

α0,

1

1111

x

.00

α xαα

lim

x

x

limlimlim

xxx

xx

-

¥

æö

>

ç÷

¥

èø

=====

®+¥

®+¥®+¥®+¥


( ( (
BÀI TẬP

Bài 1 : Tìm đạo hàm của các hàm số sau .

1)

[image: image758.wmf]x

y=

2

(2x-1)

 ;
2)

[image: image759.wmf]1

y=

3

2

2

(4-x)

 

3)

[image: image760.wmf]x

2

y=

x

1+2

 ; 

4)

[image: image761.wmf]x

y=ecos(3x)


5)

[image: image762.wmf]x

y=alnx

  ;

6)

[image: image763.wmf]cosx

y=e


7)

[image: image764.wmf]x

y=(sinx)

 ;

8)

[image: image765.wmf]x

x

y=x


Bài 2: a) Đối với hàm số


[image: image766.wmf]2

22

xx

y =  + x+ 1 + lnx + x + 1

22

 thì ta có 

phương trình 2y = xy’ + lny’

b) Chứng tỏ rằng hàm số xy = lny + 1 thỏa mãn hệ thức 




[image: image767.wmf]2

y+ (xy - 1)y' = 0


c) Chứng tỏ rằng hàm số 
[image: image768.wmf]2

y = 2x - x

 thỏa mãn hệ thức 

y3.y’’ + 1 = 0

Bài 3: a) Lập phương trình tiếp tuyến của đường cong 
[image: image769.wmf]2

x- 3x + 6

y = 

2

x

 tại điểm có hoành độ x = 3 .

      b) Lập phương trình tiếp tuyến của đường cong y = x3 + 3x2 – 5 sao cho tiếp tuyến ấy vuông góc với đường thẳng 2x – 6y + 1 = 0 . 
Bài 4: Tìm đạo hàm cấp n.

1)  y = sinax

2)  
[image: image770.wmf]1

y=

1+x



3)  y = xlnx 
Bài 5: Cho hàm số.
f(x) = x.(x – 1).(x – 2).(x – 3)…..(x – 100) 

Tìm f’(0) .

Bài 6: Tính.

a)

[image: image771.wmf]369

3

d(x-2x-x)

d(x)

 ;


b)

[image: image772.wmf]d(sinx)

d(cosx)


Bài 7: Tìm vi phân của các hàm số.

a)

[image: image773.wmf]1x - a

y = ln

2ax + a

 ; ( a ≠ 0 )
b)

[image: image774.wmf]3

y = x- 3

x


Bài 8: a) Cho hàm số y = f(x) dưới dạng tham số 
[image: image775.wmf]2

3

x = 2t - t

y = 3t - t

ì
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Tính y’x .


b) Tìm y’x tại điểm ứng với t = 
[image: image776.wmf]π
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 nếu 
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Bài 9: 

1) Cho 
[image: image778.wmf]3

2

y = x

, tính vi phân cấp 2: d2y ?.

2) Cho y = cos2x . Tìm d3y ?.

Bài 10 : Tính
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BÀI TẬP CHƯƠNG 2
Bài 1 : Tính 
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Bài 2 : Tìm các giới hạn sau :

a) 
[image: image781.wmf](
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x-12x+16
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 ; 
b) 
[image: image782.wmf]100
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c) 
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d) 
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 ;
e) 
[image: image785.wmf]xa
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f) 
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g) 
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h) 
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k) 
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l) 
[image: image791.wmf]x0
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m) 
[image: image792.wmf]2cotgx
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Bài 3 :Tìm đạo hàm của các hàm số sau :

a) 
[image: image795.wmf]23

y=(x+1).(x+2).(x+3)

 ;
b) 
[image: image796.wmf]2

y=(2-x)cosx+2x.sinx


c) 
[image: image797.wmf]x

3

e

yln

1+cosx

=

      
[image: image798.wmf](x

π(2k+1))

¹

 ;
d) 
[image: image799.wmf]x

y=(2+cosx)


Bài 4 : Tính 
[image: image800.wmf](n)

y

 nếu :
a) 
[image: image801.wmf]2
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 ;

b) 
[image: image802.wmf]2
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CHƯƠNG 3 TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH

Trình bày khái niệm về nguyên hàm và các phương pháp tìm nguyên hàm. Đồng thời cung cấp phương pháp tìm tích phân phân thức hữu tỷ, tích phân hàm số vô tỷ, tích phân hàm số lượng giác, nhằm giúp sinh viên khắc sâu kiến thức cơ bản, rèn luyện kỹ năng tính toán và áp dụng các công thức để tính tích phân.

§3.1. TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH

3.1.1. Định nghĩa nguyên hàm.


Cho hàm số f(x) xác định trong khoảng mở (a ;b) ; nói rằng hàm số F(x) xác định trong (a ;b) là nguyên hàm của f(x) nếu F(x) khả vi trong (a ;b) và F’(x) = f(x) hay d.F(x) = f(x).dx với mọi x
[image: image803.wmf]Î

(a ;b) .

Ví dụ :

1) 
[image: image804.wmf]4

x

4

là nguyên hàm của x3 với 
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vì 
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2) 
[image: image807.wmf]4
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là nguyên hàm của x3 , 
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"Î

¡

 vì 
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3.1.2. Định lí :


Giả sử F(x) khả vi trong (a ;b) và F(x) là nguyên hàm của f(x) với mọi x
[image: image810.wmf]Î

(a;b) khi đó :

1- Với mọi hằng số C, F(x) + C cũng là nguyên hàm của f(x) với mọi x
[image: image811.wmf]Î

(a;b) .

2- Ngược lại, mọi nguyên hàm của f(x) với mọi x
[image: image812.wmf]Î

(a;b) đều có dạng F(x) + C . 

Ký hiệu 
[image: image813.wmf]f(x)dx = F(x) + C

ò



(F(x) là một nguyên hàm của f(x), C là hằng số tuỳ ý .)


Đó là tích phân bất định của f(x), x
[image: image814.wmf]Î

(a;b) .


Ký hiệu
[image: image815.wmf]ò

gọi là dấu tích phân; x gọi là biến lấy tích phân; f(x) là hàm số lấy tích phân; f(x)dx là biểu thức dưới dấu tích phân .


[image: image816.wmf]4
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ò

  ;  


[image: image817.wmf]1

cos5xdx = sin5x + C

5

ò


3.1.3. Các tính chất đơn giản nhất.

1)  Nếu F(x) là một nguyên hàm của f(x) , x
[image: image818.wmf]Î

(a;b) thì 
[image: image819.wmf]kf(x)dx = kf(x)dx

òò

 = k F(x) + C. (k là hằng số  k ≠ 0)

2) Nếu F(x), G(x) lần lượt là nguyên hàm của f(x) và g(x), x
[image: image820.wmf]Î

(a;b) thì: 
[image: image821.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image822.wmf]=

A.F(x) + B.G(x) + C


với A, B là hai hằng số tùy ý

3.1.4. Bảng tích phân các hàm số thông dụng:


[image: image823.wmf]ò
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 EMBED Equation.3  [image: image826.wmf]xdx
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[image: image830.wmf]2
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 EQ 
[image: image831.wmf]2
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[image: image833.wmf]x
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[image: image834.wmf]sinxdx = -cosx + c
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[image: image836.wmf]2
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· Định lí:

Mọi hàm số f(x)xác định liên tục trong khoảng (a;b) có nguyên hàm trong khoảng đó.

Ví  dụ:
1)Tính I=
[image: image841.wmf]3

2

(3-x)dx

ò



 EMBED Equation.3  [image: image842.wmf]246

(27-27x+9x-x)dx

=

ò



 EMBED Equation.3  [image: image843.wmf]57
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2)Tính I=
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3)Tính I=
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=
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4)Tính I=
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5)Tính I=
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6)Tính I=
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7)Tính I=
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[image: image856.wmf]111111

(cos2x-cos8x)dx=(sin2x-sin8x)+c=sin2x-si

n8x+c

2228416

ò


8)Tính I=
[image: image857.wmf]x-x

dx

e+e

ò


=
[image: image858.wmf]xx

x

2xx2

edxd(e)

==arctg(e)+c

e+11+(e)

òò


9)Tính I = 
[image: image859.wmf]22

dx

a+x

ò


=
[image: image860.wmf]2

22

x

d

1dx11x

a

==.arctg+c

xx

aaaa

1+()1+()

aa

æö

ç÷

èø

òò


10)Tính I = 
[image: image861.wmf]22

dx

a-x

ò


=
[image: image862.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image863.wmf]22

x

d

1dxx

a

==arcsin+c

aa

xx

1-()1-()

aa

æö

ç÷

èø

òò


11)Tính I=
[image: image864.wmf]22

dx

a-x

ò


=
[image: image865.wmf]11111a+x

(+)dx=(ln|a+x|-ln|a-x|)+c=ln||+c

2aa-xa+x2a2aa-x

ò


( ( (
BÀI TẬP
Tính các tích phân sau:

1) 
[image: image866.wmf]dx

sinx

ò



2) 
[image: image867.wmf]x+1x-1

x

2-5

dx

10

ò



3) 
[image: image868.wmf]3x

x

e+1

dx

e+1

ò



4) 
[image: image869.wmf]2

100

x

dx

(1-x)

ò


5) 
[image: image870.wmf]2

dx

2-3x

ò



6) 
[image: image871.wmf]22

4

1+x-x-1

dx

x-1

ò


7) 
[image: image872.wmf]3x2

3

x-xe+x

dx

x

ò


8) 
[image: image873.wmf]xx

aedx

ò


9) 
[image: image874.wmf]2

tgxdx

ò



10) 
[image: image875.wmf]4

2

x

dx

x+1

ò


§3.2: PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH
3.2.1. Phép đổi biến:

· Mệnh đề 1:

Nếu biết rằng
[image: image876.wmf]g(t)dt = G(t) + c

ò

 thì 
[image: image877.wmf],

g(w(x)).w(x)dx = G(w(x)) + c

ò


(trong đó các hàm số g(t),w(x),w
[image: image878.wmf],

(x) đều được giả thiết là những hàm số liên tục)

Bây giờ giả sử cần tính tích phân 
[image: image879.wmf]f(x)dx

ò


Trong nhiều trưòng hợp ta thường thực hiện phép đổi biến t = w(x) 

=>f(x)dx=g(w(x)).w
[image: image880.wmf],

(x)dx khi đó thay việc tính
[image: image881.wmf]f(x)dx

ò

 ta chỉ cần tính 
[image: image882.wmf]g(t)dt

ò

và có 
[image: image883.wmf]g(t)dt

ò

=G(t)+c Khi đó tìm được nguyên hàm G(t), chỉ cần thay t bởi w(x) và ta có 
[image: image884.wmf]f(x)dx

ò

=
[image: image885.wmf]g(t)dt

ò

=G[w(x)]+c.

Ví dụ: tính I =
[image: image886.wmf]3

sinx.cosxdx

ò

 

Đặt t = sinx 
[image: image887.wmf]Þ

 dt =cosxdx

=>
[image: image888.wmf]3

sinx.cosxdx

ò

=
[image: image889.wmf]344

11

tdt=t + c=sinx + c

44

ò


Chú ý: Trong một số trường hợp,ta có thể thực hiện phép đổi biến x=
[image: image890.wmf])

(

t

j

 và ta được


[image: image891.wmf],

f[

φ(t)]φ(t)dtg(t)dt

=

 và khi ấy f(x)dx trở thành g(t)dt

Ví dụ:

1)Tính 
[image: image892.wmf]22

I = a - xdx

ò


Đặt x = asint => dx = acostdt
(t
[image: image893.wmf]ππ

[;]

22

Î-

) 

=> I=
[image: image894.wmf]22

a- xdx

ò

=  a
[image: image895.wmf]222

22

aaa

costdt = (1 + cos2t) dt = t + 

224

òò

sin 2t + c  

= 
[image: image896.wmf]2

22

ax1

arcsin + xa - x + c

2a2


2)Tính I=
[image: image897.wmf]222

dx

(x + a)

ò


Đặt x = 
[image: image898.wmf]a

tgt
(t
[image: image899.wmf]ππ

-;

22

æö

Î

ç÷

èø

)  

(
t = arctg
[image: image900.wmf]x

a



=>dx=
[image: image901.wmf]2

adt

cost

   ;
x
[image: image902.wmf]2

22

2

a

+a=

cost


=>I = 
[image: image903.wmf]2

333

111

costdt=(1+cos2t)dt=(t+sint.cost)+c

a2a2a

òò


       
[image: image904.wmf]2223

1x1x

×+arctg+c

2ax+a2aa

=


3)Tính I=
[image: image905.wmf]2

dx

x+

α

ò


(
[image: image906.wmf]α

Î

¡

)

Đặt 
[image: image907.wmf]2

x+

α

=t-x
=>
[image: image908.wmf]2

x

dx=dt-dx

x+

α



[image: image909.wmf]Û

 (
[image: image910.wmf]2

x

x+

α

+1)dx=dt


[image: image911.wmf]Û


[image: image912.wmf]2

2

x+

α+x

dx=dt

x+

α



[image: image913.wmf]Û


[image: image914.wmf]2

t

dx=dt

x+

α



[image: image915.wmf]Û


[image: image916.wmf]2

dxdt

=

t

x+

α


Do đó: I=
[image: image917.wmf]2

dx

x+

α

ò

=
[image: image918.wmf]2

dt

=ln|t|+c=ln|x+x+

α|+c

t

ò


3.2.2. Phương pháp tính tích phân từng phần:

Giả sử u = f(x) và  v = g(x) là hai hàm số khả vi và co đạo hàm u
[image: image919.wmf],

=f
[image: image920.wmf],

(x); v
[image: image921.wmf],

=g
[image: image922.wmf],

(x) là hai hàm số liên tục. Khi đó theo quy tắc lấy vi phân của tích ta có:

d(u,v) = vdu + udv


[image: image923.wmf]Û

udv = d (uv) – vdu. Nên 
[image: image924.wmf]udv=uv -vdu

òò


Công thức trên cho ta quy tắc lấy tích phân từng phần.

Ví dụ
1)Tính I =
[image: image925.wmf]lnxdx

ò

     Đặt

[image: image926.wmf]1

u = lnx

du =dx

x

dv = dx

v = x

ì

ì

ï

Þ

íí

î

ï

î





 

[image: image927.wmf]Þ

I=
[image: image928.wmf]lnxdx

ò

= xlnx-
[image: image929.wmf]dx = xlnx - x + c

ò


2)Tính I=
[image: image930.wmf]xcosxdx

ò


Đặt
[image: image931.wmf]u = xdu = dx

      

dv = cosxd.xv = sinx

ìì

Þ

íí

îî



[image: image932.wmf]Þ

I=
[image: image933.wmf]xcosxdx = xsinx -sinxdx = xsinx + cosx +

 c

òò


3)Tính I=
[image: image934.wmf]2

2

1-cos2x11x1

xsinxdx = x    dx = xdx - xcos2xdx =  - 

  J

22242

×××

òòòò


     (Với J =
[image: image935.wmf]xcos2

ò

xdx)

Ta tính: J =
[image: image936.wmf]ò

2

cos

x

xdx

Đặt
[image: image937.wmf]du = dx

u = x

1

dv = cos 2x dx

v=sin 2x

2

ì

ì

ï

Þ

íí

î

ï

î







=>J = 
[image: image938.wmf]x1x1

sin 2x - sin 2x dx = sin 2x + cos 2x + c

2224

ò


=>I=
[image: image939.wmf]2

xx1

 - sin 2x - cos 2x + c

448


4)Tính I =
[image: image940.wmf]2

xsin x dx

ò


Ta có: I=
[image: image941.wmf](

)

22

xd( - cosx) = - xcosx + 

22

cosxdx = - xcosx + 2xcosxdx

òò

ò



[image: image942.wmf]22

= -xcosx + 2x.d) = -xcosx + 2(xsinx -sin

xdx)

(sinx

òò



 EMBED Equation.3  [image: image943.wmf]2

=-xcosx + 2xs+ c

inx + 2cosx 


5)Tính I =
[image: image944.wmf]xdx

2

sinx

ò


Đặt
[image: image945.wmf]2

u = x

dx

dv =

sinx

du = dx

v = -cotgx

ì

ì

ï

Þ

íí

î

ï

î





=>
[image: image946.wmf]2

xdx

- xcotgx +cotgxdx = - xcotgx + ln|sinx| 

+ c

sinx

=

òò


( ( (
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Tính các tích phân sau
1)
[image: image947.wmf]sinxdx

1+2cosx

ò


2)
[image: image948.wmf]x

dx

e+1

ò



3)
[image: image949.wmf]2

3-x

xedx

ò



4)
[image: image950.wmf]ax

ecosaxdx

ò


5)
[image: image951.wmf]x

2

xe

dx

(x+1)

ò


6)
[image: image952.wmf]2

ln(x+1+x)dx

ò


7)
[image: image953.wmf]32x

xedx

ò



8)
[image: image954.wmf]x

x

e

dx

e+1

ò


9) 
[image: image955.wmf]cos2x

dx

1+sinx.cosx

ò


10)
[image: image956.wmf]dx

1+x+1

ò


11)
[image: image957.wmf]2

dx

4x+4x+9

ò

 
12)
[image: image958.wmf]2

x+4

dx

x-4x-5

ò


§3.3. TÍCH PHÂN PHÂN THỨC HỮU TỶ

3.3.1. Khái niệm: Trong mục này chúng ta sẽ học cách tính tích phân các phân thức hữu tỷ. Bây giờ chúng ta xét một phân thức hữu tỷ nghĩa là một hàm số R(x) có dạng.

R(x)=
[image: image959.wmf]2m

012m

2n

012n

b+ bx + bx+...bx

P(x)

=

Q(x)a+ ax + ax+...ax


với ai;bi
[image: image960.wmf]Î

¡

 và a
[image: image961.wmf]n

≠ 0; bm ≠ 0
[image: image962.wmf]
nếu m < n thì R (x) được gọi là phân thức thật sự.

nếu m ≥ n thì R(x) được gọi là phân thức không thật sự.

3.3.2. Cách tính: Nếu R(x) không là phân thức thật sự thì bằng cách chia tử cho mẫu bao giờ cũng có thể biểu diễn R(x) dưới dạng tổng của một đa thức và một phân thứcthực sự. Tính tích phân các đa thức thì quá dễ, do vậy ta chỉ cần tìm cách tính tích phân các phân thức thực sự và trước hết ta tính Thích phân sau.

I)
[image: image963.wmf]A

dx

x - a

ò

 



II) 
[image: image964.wmf]k

A

dx

(x - a)

ò


III)
[image: image965.wmf]2

Mx + N

dx

x+ px + q

ò




IV) 
[image: image966.wmf]2m

Mx + N

(x+ px + q)

ò

dx
Trong đó A,M,N,p,q
[image: image967.wmf]Î


[image: image968.wmf]¡

;k,m nguyên dương, ngoài ra ta giả thiết  q-
[image: image969.wmf]2

p

0

4

>

 

· Trước hết ta có


[image: image970.wmf]A

dx = Aln|x - a| + c

x - a

ò



[image: image971.wmf]kk-1

AA1

dx = -.+ c

(x - a)k - 1(x - a)

ò


(k≠1)

· Tính các tích phân III,IV:

Ta có:

x
[image: image972.wmf]2

22

pp

+ px + q = (x +)+ (q - )

24





Đặt a
[image: image973.wmf]2

2

p

= q - 

4

 với a=
[image: image974.wmf]2

p

q - 

4


(
[image: image975.wmf]2

p

q - 0

4

>

)

Đặt x+
[image: image976.wmf]p

t

2

=

 =>dx = dt

· x
[image: image977.wmf]2

+ px + q

=
[image: image978.wmf]22

t+ a

, Mx+N=Mt + (N-
[image: image979.wmf]2

MP

)

· 
[image: image980.wmf]2222222

MP

Mt + (N - )

Mx + NM2tdt

2

dx = dt =dt +

x+ px + q t+ a2t+ at+ a

MP

 (N-).

2

òòòò


=
[image: image981.wmf]22

M1

ln(t+ a) +(

2a



 EMBED Equation.3  [image: image982.wmf]MP

N - )

2

arctg
[image: image983.wmf]t

+ c

a


=>
[image: image984.wmf]2

Mx + N

dx

x+ px + q

ò

=
[image: image985.wmf]2

22

M2N - Mp2x + p

ln(x+ px + q) + arctg+ c

2

4q - p4q - p


Cũng với phép biến đổi như trên tích phân IV sẽ là:


[image: image986.wmf]2m22m22m22m

Mp

Mt + (N -)

Mx + NM2tdtMpdt

2

dx =dt = + (N -)

(x+ px + q)(t+ a)2(t+ a)2(t+ a)

òòòò


Tính 
[image: image987.wmf]22m

2tdt

(t+ a)

ò



(đặt 
[image: image988.wmf]22

t+ a

=u)

Tính
[image: image989.wmf]22m

dt

(t+ a)

ò



đặt 
[image: image990.wmf]22m

1

u=

(ta)

dvdt  

ì

ï

+

í

ï

=

î

 


Định lí:
Mọi đa thức bậc n, với hệ số thực Q(x)=
[image: image991.wmf]2n

012n

a+ax+ax+...+ax


(
[image: image992.wmf]n

a

≠0)

đều có thể phân tích thành tích các thừa số là nhị thức bậc nhất và tam thức bậc hai không có nghiệm thực trong đó có thể có những thừa số trùng nhau.
Q(x)=
[image: image993.wmf]αβ2λ2δ

n

a(x - a)(x - b).......(x+ px + q)......(

x+ lx + s)


Trong đó a,b…
[image: image994.wmf]Î

¡

;
[image: image995.wmf]22

p- 4q < 0;...l- 4s < 0

và 
[image: image996.wmf]...2(...)

n

abld

+++++=


Khi ấy phân thức thực sự tương ứng
[image: image997.wmf]P(x)

Q(x)

có thể phân tích thành tổng các phân thức tối giản:


[image: image998.wmf]α-1

1

αα-1

1

ββ-12λ

11

λ-1λ-1

2

λ-12

δ-1δ-1

11

2

δ2δ-12

A

A

P(x)A

=++...+

Q(x)(x-a)(x-a)(x-a)

B

BMx+N

+++...

(x-b)(x-b)(x+px+q)

Mx+NMx+N

++...++...

(x+px+q)(x+px+q)

Ex+D

Ex+D

Ex+D

++...+

(x+lx+s)(x+lx+s)(x+lx+s)

B

β-1

++...+

(x-b)

+


Trong đó : A,A
[image: image999.wmf]1,

α-11,β-11,λ-11,λ-1

...;A,B,B...;B,...;M,M...;M,N,N...;N,

 E ,E1, E2…
[image: image1000.wmf]δ-1

E

, D, D1, … 
[image: image1001.wmf]δ-1

D

là các hằng số được xác định theo phương pháp hệ số bất định.
Ví dụ 1

Tính 
[image: image1002.wmf]2

2x+3

dx

x(x+1)

ò


Ta viết:
[image: image1003.wmf]22

2x+3ABC

=++

x(x+1)xx+1(x+1)


Quy đồng mẫu số, đưa về dạng đồng nhất thức ta có:

2x+3=A(x + 1)2 +Bx(x + 1) + Cx

Phương trình đúng với mọi x, đặt biệt đúng với x = 0 và x = -1

với x = 0

3 =A.1 + B.0 + C.0
<=>A=3


  x = -1

1=A.0 + B.0 + c.(-1)
<=>C=-1

vậy 2x+3=3(x+1)
[image: image1004.wmf]2

+xB(x+1)-x=(3+B)x
[image: image1005.wmf]2

+(5+B)x+3

<=>3+B=0
<=>B=-3

=> 
[image: image1006.wmf]22

2x+3331

dx=[--]dx

x(x+1)xx+1(x+1)

òò


=3ln|x|-3ln|x+1|+
[image: image1007.wmf]1

c

x1

+

+

=3ln
[image: image1008.wmf]x

x1

+

+
[image: image1009.wmf]1

c

x1

+

+


Ví dụ 2:
Tính 
[image: image1010.wmf]22

1

dx

x(x+1)

ò


Ta viết: 
[image: image1011.wmf]22222

1ABx+cDx+E

=++

x(x+1)xx+1(x+1)


Ta thấy rõ ràng:

1=A(x2 + 1)
[image: image1012.wmf]22

+(Bx+C)(x+1).x+(Dx+E).x


Cho x=0 =>1=A.1+C.0+E.0 <=>A=1

Thay A=1 vào phương trình

1=(1+B)x
[image: image1013.wmf]4

+ Cx
[image: image1014.wmf]3

+(2+B+D)x
[image: image1015.wmf]2

+(C+E)x+1


[image: image1016.wmf]1+B=0B=-1

C=0C=0

2+B+D=0D=-1

C+E=0E=0

ìì

ïï

ïï

Û

íí

ïï

ïï

îî


=>
[image: image1017.wmf]22222

11xx

dx=--dx

x(x+1)xx+1(x+1)

éù

êú

ëû

òò


đặt 
[image: image1018.wmf]2

(x+1)

=u

=>du=2xdx

=>
[image: image1019.wmf]22

1

dx

x(x+1)

ò

=ln|x|-
[image: image1020.wmf]2

2

111

ln(x+1)+.+C

22x+1


Ví dụ 3:

Tính

[image: image1021.wmf]3

2

22

2x+2x+33

dx=(2x+)dx=x+3arctgx+c

x+1x+1

òò


Ví dụ 4:  Tính

[image: image1022.wmf]+C

2x-32x-5+22x-5dx

dx=dx=dx+2

2222

x-5x+6x-5x+6x-5x+6x-5x+6

(2x-5)dx11

2

=+2(-)dx=ln|x-5x+6|+2(ln|x-3|-ln|x-2|)+C

2

x-3x-2

x-5x+6

3

x-3(x-3)

2

=ln|x-5x+6|+2ln+C=ln

x-2x-2

òòòò

òò


( ( (
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Tính tích phân các hàm số sau:

1)
[image: image1023.wmf]2

x+2x+6

dx

(x-1)(x-2)(x-4)

ò



2)
[image: image1024.wmf]22

dx

(x+3)(x-1)

ò


3)
[image: image1025.wmf]2

3

(x+1)dx

(x-1)(x+3)

ò


4)
[image: image1026.wmf]2

xdx

(x+1)(x-1)

ò




5)
[image: image1027.wmf]3

dx

x-1

ò



6)
[image: image1028.wmf]2

9

xdx

(x-1)

ò


7)
[image: image1029.wmf]32

32

x-2x+4

dx

x(x-2)

ò



8. 
[image: image1030.wmf](

)

11

2

8

x

dx

x+1

ò


§ 3.4: TÍCH PHÂN MỘT SỐ HÀM SỐ VÔ TỶ
DẠNG
[image: image1031.wmf]22

R(x,a-x)dx

ò

 và 
[image: image1032.wmf]
[image: image1033.wmf]22

R(x,x±a)dx

ò


3.4.1. Khái niệm:
Ta thấy rằng hàm dưới dấu tích phân trong cả hai tích phân
[image: image1034.wmf]22

R(x,a-x)dx

ò

 và
[image: image1035.wmf]22

R(x,x±a)dx

ò

 không hữu tỷ đối với biến x. Nhưng R(u,v) thì là hữu tỷ đối với u và v do vậy muốn tính các loại tích phân  đó người ta tìm cách đổi biến hoặc đông thời đổi biến và tích phân từng phần với hy vọng với biến mới thì biểu thức dưới dấu tích phân trở nên hữu tỷ đối với biến mới, trong trường hợp này người ta tìm cách khử căn thức.

3.4.2. Cách tính:
-Với tích phân 
[image: image1036.wmf]22

R(x,a+x)dx

ò

 người ta dùng phép đổi biến x=
[image: image1037.wmf]atgt


-Với tích phân 
[image: image1038.wmf]22

R(x,a-x)dx

ò

 thì đặt  x=
[image: image1039.wmf]asint

hay x=
[image: image1040.wmf]acost


-Với tích phân 
[image: image1041.wmf]22

R(x,x-a)dx

ò

 thì đặt  x=
[image: image1042.wmf]a

cost


- Với tích phân 
[image: image1043.wmf]2

mx+n

dx

(x-

α)ax+bx+c

ò

 thì đặt 
[image: image1044.wmf]1

x-

α=

t


Ví dụ:

1) Tính I= 
[image: image1045.wmf]22

a-x

dx

x

ò

    (a > 0)

 
đặt  
[image: image1046.wmf]x=asint


(-
[image: image1047.wmf]2

p

≤ t ≤
[image: image1048.wmf]2

p

)

=>
[image: image1049.wmf]dx=acostdt


=>I=
[image: image1050.wmf]2222

a-xcost1-sintdt

dx=adt=adt=a-asintdt

xsintsintsint

òòòòò

 
[image: image1051.wmf]t

aln|tg|+acost+c

2

=


Vì 
[image: image1052.wmf]22

xa-x

sint=;cost=

aa


=>I = 
[image: image1053.wmf]22

22

a-a-x

aln+a-x+C

x


2) Tính I =
[image: image1054.wmf]2

222

2

dx

dx

x

=(a>0)

xa+xa

+1

x

òò




Đặt 
[image: image1055.wmf]a

=t

x

=>
[image: image1056.wmf]2

dx1

=-dt

xa




[image: image1057.wmf]2

22

22

2

1dt111

=>I=-=-lnt+t+1+C=ln+C

aaa

t+1t+t+1

11a+x-a

lnt-t+1+C=ln+C

aax

=

ò


Có thể đặt 
[image: image1058.wmf]x=atgt


(-
[image: image1059.wmf]2

p

<t<
[image: image1060.wmf]2

p

)

3) Tính I=
[image: image1061.wmf]2

dx

(x-1)1-x

ò


Đặt x –1 =
[image: image1062.wmf]1

t

 
=> dx = –
[image: image1063.wmf]2

1

dt

t


=>I=-
[image: image1064.wmf]2

dt

dt

t

=

1

-1-2t

-1-2t

t|t|

òò


vì (
[image: image1065.wmf]2

1-x>0< => |x|<1 => x-1<0 => t<0

)

Nên |t| = – t

=>I = -
[image: image1066.wmf]1+x

-1-2t+c = -+c

1-x


4) Tính I=
[image: image1067.wmf]2

22

xdx

(a0)

x-a

>

ò



I=
[image: image1068.wmf]22

x

x.dx

x-a

æö

ç÷

èø

ò


Đặt
[image: image1069.wmf]22

22

u=x

du=dx

xdx

dv=

v=x-a

x-a

ì

ì

ïï

Þ

íí

ï

ï

î

î





=>I=x
[image: image1070.wmf]22

x-a

-
[image: image1071.wmf]22

x-adx x

22

x-a

22

= xx-a-d

22

x-a

ò

ò


(Hoặc có thể sử dụng công thức:  
[image: image1072.wmf]22

x-adx- = +C

2

xa

2222

x-a-lnx+x-a

22

ò

)

[image: image1073.wmf]2

22

22

x

=xx-a-x

x-a

2

a

dx+d

22

x-a

ò

ò


=
[image: image1074.wmf]222

xx-a-I+a

dx

22

x-a

ò


<=> 2I=x
[image: image1075.wmf]dx

222

x-a+a

22

x-a

ò


<=> I=
[image: image1076.wmf]2

xa

2222

x-a+lnx+x-a+C

22


5) Tính I=
[image: image1077.wmf]3

x

dx =

(1-x)

1x

 dx

1-x1-x

ò

ò


Đặt t=
[image: image1078.wmf]x

1-x


=>x=
[image: image1079.wmf]2

2

t

1+t


=>
[image: image1080.wmf]22

2t

dx=dt

(1+t)


=>I=
[image: image1081.wmf]2

22

2t

(1+t).t.dt

(1+t)

éù

êú

ëû

ò


=
[image: image1082.wmf]2

22

t1xx

2dt=2(1-)dt=2-2arctg+C

1+t1+t1-x1-x

òò


( ( (
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Tính các tích phân sau:

1)
[image: image1083.wmf]xdx

.

2-xx

ò



2) 
[image: image1084.wmf]3

4

2

x

dx

x-x

ò



3)
[image: image1085.wmf]4

dx

2x-1-2x-1

ò




4) 
[image: image1086.wmf]22

dx

x(x+1+x)

ò


5)
[image: image1087.wmf]2

dx

3-2x-x

ò




6) 
[image: image1088.wmf]2

x-2x-1

dx

x-1

ò


7)
[image: image1089.wmf]4

dx

x-1-x-1

ò


8) 
[image: image1090.wmf]23

dx

(x+2x+5)

ò



9) 
[image: image1091.wmf]dx

2

xx+x

ò




10) 
[image: image1092.wmf](

)

2

2

22

1-x+x+1

dx

xx+x+1

ò

11) 
[image: image1093.wmf]xdx

3

2

1+x

ò




[image: image1094.wmf](

)

(

)

22

dx

12)    

1+x.lnx+1+x

ò


§3.5. TÍCH PHÂN CÁC HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC
3.5.1. Khái niệm:
Giả sử cần tính tích phân I=
[image: image1095.wmf]R(sinx,cosx)dx

ò

trong đó R(u,v) là một biểu thức hữu tỷ đối với u và v nghĩa là khi tính giá trị cua R(u,v)chỉ cần thực hiện các phép tính cộng, trừ, nhân và chia đối với các biến u,v

3.5.2. Cách tính:

Đặt t = tg
[image: image1096.wmf]x

2


(
[image: image1097.wmf]-

π < x < π

)

=> sinx=
[image: image1098.wmf]2

2t

1+t


cosx=
[image: image1099.wmf]2

2

1-t

1+t



[image: image1100.wmf]x

=arctgt

2

   <=>   
[image: image1101.wmf]x=2arctgt

  
=>   dx=
[image: image1102.wmf]2

2dt

1+t


Do đó tích phân I về dạng

I=
[image: image1103.wmf]2

222

2t1-t2dt

R(,).

1+t1+t1+t

ò


Ví dụ. Tính các tích phân sau:

1)

[image: image1104.wmf](

)

2

2

11- a

I =  dx           0<a<1,-

π<x<π

21 - 2acosx + a

ò


đặt t = tg
[image: image1105.wmf]x

()

2

 ta có

I = (1-a
[image: image1106.wmf]2

222

dt1+a

)=arctgt+C

(1-a)+(1+a)t1-a

éù

æö

ç÷

êú

èø

ëû

ò


= arctg
[image: image1107.wmf]1+ax

tg+C

1-a2

æö

ç÷

èø


2)I =
[image: image1108.wmf]2

1-acosx

dx(0<a<1)

1-2acosx+a

ò


;(
[image: image1109.wmf]x

pp

-<<

)

     =
[image: image1110.wmf]2

2

111-a

+.dx

221-2acosx+a

æö

ç÷

èø

ò


=
[image: image1111.wmf]11+ax

x+arctg.tg+C

21-a2

æö

ç÷

èø


3)I=
[image: image1112.wmf]23

sinxcosxdx

ò


Đặt t= sinx
=> dt=cosxdx

=>I=
[image: image1113.wmf]35

22

tt

t(1-t)dt=-+C

35

ò


  =
[image: image1114.wmf]35

sinxsinx

-+C

35


4)I=
[image: image1115.wmf]42

dx

sinx.cosx

ò


vì d(tgx)= 
[image: image1116.wmf]2

dx

cosx


Đặt tgx = t

=>I=
[image: image1117.wmf]22

43

(1+t)21

dt = t -  -  + C

tt3t

ò


      =tgx-
[image: image1118.wmf]3

21

-+C

tgx3tgx


5)I=
[image: image1119.wmf]222

dxdxsinxdx

=

sinxcos2xsinx(2cosx-1)sinx.(2cosx-1)

=

òòò


    =
[image: image1120.wmf]22

sinxdx

(1-cosx)(2cosx-1)

ò




Đặt cosx = t
=>sinxdx = -dt
Ta có

I=
[image: image1121.wmf]2222

dt21

=-dt

(1-t)(1-2t)1-2t1-t

æö

ç÷

èø

òò


 =
[image: image1122.wmf]11t211t

lnlnC

21t

21t2

+-

++

+

-


 =
[image: image1123.wmf]2

1

ln
[image: image1124.wmf]1+2cosxx

+lntg+C

2

1-2cosx


( ( (
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Tính các tích phân sau:

1)
[image: image1125.wmf]2

cosx

dx

(1-cosx)

ò





2) 
[image: image1126.wmf]2-sinx

dx

2+cosx

ò


3) 
[image: image1127.wmf]3

cosx

dx

sinx

ò






4) 
[image: image1128.wmf]2

sinx

dx

cosx-6cosx+5

ò


5) 
[image: image1129.wmf]1+tgx

dx

1-tgx

ò




 

6) 
[image: image1130.wmf]22

dx

4sinx+9cosx

ò


7) 
[image: image1131.wmf]23

2sinx+3cosx

dx

sinxcosx+9cosx

ò




8) 
[image: image1132.wmf]66

dx

sinx+cosx

ò




9) 
[image: image1133.wmf]sinx-3cosx

dx

4sinx+5cosx

ò





10) 
[image: image1134.wmf]22

2sinx+3sinxcosx+5cosx

dx

sinx-2cosx

ò


( ( (
BÀI TẬP CHƯƠNG 3
Tính các tích phân sau:

1) 
[image: image1135.wmf]2x+3

dx

3x+2

ò

;

2) 
[image: image1136.wmf]2

tgxdx

ò

;


3) 
[image: image1137.wmf]2

1+cosx

dx

1+cos2x

ò

;

4) 
[image: image1138.wmf]dx

cosx

ò




5) 
[image: image1139.wmf]3

8

x

dx

x-2

ò

;


6) 
[image: image1140.wmf]x

2x

e

dx

e+5

ò





7) 
[image: image1141.wmf]2

642

x+1

dx

x-7x+x

ò



8) 
[image: image1142.wmf]2

3x+4

dx

-x+6x-8

ò

;

9) 
[image: image1143.wmf]2

x.sin3xdx

ò

;



10) 
[image: image1144.wmf]sin(lnx)dx

ò



11) 
[image: image1145.wmf]2

xdx

sinx

ò

;


12)
[image: image1146.wmf]2

dx

xx+x+1

ò

;



13) 
[image: image1147.wmf]dx

3sinx+4cosx+5

ò


14) 
[image: image1148.wmf]22

dx

3sinx+5cosx

ò

;
15) 
[image: image1149.wmf]5

tgxdx

ò


CHƯƠNG 4: TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH VÀ HÀM NHIỀU BIẾN
Trình bày kiến thức về tích phân xác định và hàm nhiều biến. Nội dung được trình bày là cơ bản, trọng tâm, cô đọng, các ví dụ điển hình bài tập tổng hợp, để sinh viên tính được tích phân xác định tìm được đạo hàm vi phân của hàm hai biến số 
§4.1. TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH
4.1.1. Định nghĩa

4.1.1.1.Bài toán diện tích hình thang cong

Cho hàm số y = f(x)xác định và liên tục trên [a,b] và f(x)≥0 trên[a,b] xét hình thang cong AabB là hình giới hạn bởi đồ thị của hàm số f(x) trên [a,b] các đường thẳng x = a ,x = b và ox(hình 1).Ta đặt vấn đề định nghĩa diện tích S của hình thang cong AabB

[image: image1150]
Hình 4.1 
Ta chia [a,b] thành n phần nhỏ bởi các điểm chia:

X0=a<x1<x2<…<xi-1< x
[image: image1151.wmf]i

<…< xn=b

Các điểm chia xi(i = 0, 1, …, n) được chọn tùy ý, ta gọi cách chia đó là một phân điểm 
Từ các điểm chia xi (i = [image: image1152.wmf]n

o,

) ta dựng các đường thẳng x = xi , như thế ta đã chia hình thang cong AabB thành n hình thang nhỏ Pi-1xi-1xiPi (i = 
[image: image1153.wmf]n

o,

), mỗi hình thanh cong nhỏ đó có đáy Δxi = xi – xi-1 , (i = 
[image: image1154.wmf]o,n

). Theo giả thiết, hàm số f(x) liên tục trên [a;b] nên cũng liên tục trên [xi-1 ; xi] (i = 
[image: image1155.wmf]o,n

), do đó đạt giá trị nhỏ nhất mi (mi = min f(x)) , x
[image: image1156.wmf]Î

[xi-1 ; xi] và giá trị lớn nhất Mi (Mi = max f(x)) x
[image: image1157.wmf]Î

[xi-1 ; xi] 

=> 
mi ≤ f(x) ≤ Mi

xi-1 ≤ x ≤ xi 

Do đó :
mi.Δxi ≤ f(x).Δxi ≤ Mi.Δxi  
(1)
( xi-1 ≤ x ≤ xi )

Tích số mi.Δi , M​i.Δi là diện tích 

của hình chữ nhật “trong” và “ngoài” có 

chiều rộng là Δxi và chiều dài tương ứng 

là mi và Mi (Hình 2), hình thang cong nhỏ

 thứ i  Pi-1 xi-1 xi Pi luôn bị hình chữ nhật trong và hình chữ nhật ngoài kẹp .

Gọi lần lượt S* và S* là tổng các diện tích của các hình chữ nhật trong và hình chữ nhật ngoài, để cho gọn ta gọi S* là tổng trong S* là tổng ngoài 


[image: image1158.wmf]*

*

>SS

=£

; 
[image: image1159.wmf]n

*ii

i=1

S=m

Δx

å

; 
[image: image1160.wmf]n

*

ii

i=1

S=M

Δx

å

 (2)
Dễ thấy nếu tăng n thì S* tăng và S* giảm, do đó với bất kỳ phân điểm P; luôn có dãy số 
[image: image1161.wmf](n)

*

{S}

 đơn điệu tăng (và bị 
[image: image1162.wmf]*

(n)

S

 chặn trên) với mọi n và dãy số 
[image: image1163.wmf]*

(n)

{S}

 đơn điệu giảm (và bị 
[image: image1164.wmf](n)

*

S

chặn dưới) với mọi n.

Khi n tăng vô hạn và mọi Δxi ( 0 có 
[image: image1165.wmf](n)

*

n

limS=S

®¥

 ;  
[image: image1166.wmf]*

(n)

n

limS=S

®¥


Do giả thiết và do (1) => 
[image: image1167.wmf]S=S

và ta nói rằng hình thang cong AabB có diện tích và ta định nghĩa diện tích S của hình thang cong chính là giới hạn chung đó 
[image: image1168.wmf]S=S=S


Từ (1) và (2) có thể viết 



[image: image1169.wmf]nnn

iiiiii

l=1i=1i=1

m

Δxf(x).ΔxMΔx

££

ååå


Nếu gọi 
[image: image1170.wmf]ii

λ=Δx

 và 
[image: image1171.wmf]i

1in

λmax(Δx)

££

=


=> 
[image: image1172.wmf]n

ii

λ0

i=1

limm.

Δx=S

®

å

; 
[image: image1173.wmf]n

ii

λ0

i=1

limM.

Δx=S

®

å


nếu 
[image: image1174.wmf]S=S=S

 thì ta cũng có 
[image: image1175.wmf]S

n

limf(x).

Δx

ii

λ0

i=1

=

å

®


4.1.1.2. Định nghĩa tích phân xác định: 

Cho hàm số f(x) xác định và bị chặn trong đoạn [a;b], chia [a;b] thành những khoảng nhỏ bởi một phân điểm P , trong mỗi đoạn nhỏ [xi-1 ; xi] lấy điểm ξi tùy ý : xi-1 ≤ ξi ≤ xi  ( i = 1, 2, …, n)

Và lập tổng 





[image: image1176.wmf]n

ii

i=1

δ=f(ξ).Δx

å


với Δi = xi – xi-1      
[image: image1177.wmf](i=1,n)


Dĩ nhiên tổng δ là một số xác định, số đó phụ thuộc vào số khoảng nhỏ n , phụ thuộc ξi, chọn tùy ý trong [xi-1 ; xi] , và phụ thuộc cách chọn phân điểm P .

Nếu khi n tăng vô hạn ( n (
[image: image1178.wmf]¥

)  sao cho 
[image: image1179.wmf]i

1in

max

λ=λ

££

, λ ( 0 ; 

với λi = Δxi 
[image: image1180.wmf](i=1,n)

, δ có giới hạn ( hữu hạn) l, và giới hạn l này không phụ thuộc vào cách chọn điểm ξi cũng không phụ thuộc chác chọn phân điểm P.





[image: image1181.wmf](

)

λ0

n

lim

δI

®
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Thì l được gọi là tích phân xác định của hàm số f(x) trên đoạn [a;b] và ký hiệu là 

[image: image1182.wmf]b

a

f(x)dx

ò






[image: image1183.wmf]b

a

I=f(x)dx

ò


Khi đó ta cũng nói rằng hàm số f(x) khả tích trên [a;b], [a;b] là đoạn lấy tích phân, a là cận dưới, b là cận trên, x là biến số, f(x) là hàm số lấy tích phân và f(x)dx là biểu thức dưới dấu tích phân

Diện tích S của hình thang cong AabB là 


[image: image1184.wmf]b

a

S=f(x)dx

ò


4.1.2. Điều kiện khả tích: 

4.1.2.1. Định lí 1:

Điều kiện ắt có và đủ để hàm số bị chặn f(x) khả tích trên [a;b] là: 



[image: image1185.wmf]0

lim(S-s)=0

l

®



(
[image: image1186.wmf]n

ii

i=1

S=M.

Δ

å

là tổng tích phân trên




[image: image1187.wmf]n

ixi

i=1

s=m.

Δ

å

là tổng tích phân dưới )

4.1.2.2. Định lí 2 : f(x) liên tục trong [a ;b] thì f(x) khả tích trên [a ;b] .

4.1.2.3. Định lí 3 : Nếu f(x) bị chặn trong [a;b] và có một số hữu hạn điểm gián đoạn trong [a;b] thì f(x) khả tích trên [a;b] .

4.1.2.4. Định lí 4 : Nếu f(x) bị chặn và đơn điệu trong [a;b] thì khả tích trong [a;b] .

* Chú ý: 

1) 

[image: image1188.wmf]bbb

aaa

f(x)dx=f(t)dt=......=f(u)du

òòò


2)

[image: image1189.wmf]ba

ab

f(x)dx=-f(x)dx

òò


3)

[image: image1190.wmf]a

a

f(x)dx=0

ò


4.1.3. Tính chất của tích phân:

4.1.3.1. Tính chất 1:


* 
[image: image1191.wmf]bb

aa

C.f(x)dx = Cf(x)dx

òò

; (C là hằng số )

Đặc biệt
 
[image: image1192.wmf]b

Cdx=C(b-a)

a

ò



*
[image: image1193.wmf]bbb

aaa

[f(x)+g(x)]dx=f(x)dx+g(x)dx

òòò


4.1.3.2. Tính chất 2: 

Cho 3 đoạn [a;b], [a;c], [c;b] nếu f(x) khả tích trên [a;b] thì f(x) cũng khả tích trên [a;c] và [c;b] và :


[image: image1194.wmf]bcb

aac

f(x)dx=f(x)dx+f(x)dx

òòò


4.1.3.3. Tính chất 3:

*
Nếu f(x)≥0, x
[image: image1195.wmf]Î

 [a;b] =>
[image: image1196.wmf]b

a

f(x)dx0

³

ò


*
Nếu 
[image: image1197.wmf]f(x)g(x),x[a;b]

£Î





[image: image1198.wmf]bb

aa

f(x)dxg(x)dx

=>£

òò


*
Nếu f(x) khả tích trên [a;b] thì |f(x)| khả tích trên [a;b] và 




[image: image1199.wmf]bb

aa

f(x)dxf(x)dx

£

òò


*
Nếu 
[image: image1200.wmf]mf(x)M,x[a;b]

££Î




[image: image1201.wmf]b

a

m(b-a)f(x)dxM(b-a)

=>££

ò


4.1.3.4. Tính chất 4:

*Giả sử f(x) khả tích trên [a;b],(a<b) và giả sử 
[image: image1202.wmf]mf(x)M,x[a;b]

££Î

, khi đó tồn tại μ




[image: image1203.wmf]b

a

f(x)dx = 

μ(b - a),  mμM

££

ò



Đặt biệt nếu f(x) liên tục trong [a;b] tồn tại c; c
[image: image1204.wmf]Î

 [a;b]


[image: image1205.wmf]b

a

f(x)dx = f(c) . (b - a)

ò


*
f(x) và tích f(x).g(x) khả tích trên [a;b] ; m ≤ f(x) ≤ M ; g(x) không đổi dấu trong [a;b] : g(x) ≥ 0 
(g(x) ≤ 0) . Khi đó 

    
[image: image1206.wmf]bb

aa

f(x).g(x)dx=

μg(x)dx

òò

 , 
[image: image1207.wmf]m

μM

££


Đặc biệt, nếu f(x) liên tục trong [a;b] có 


[image: image1208.wmf]bb

aa

f(x).g(x)dx=f(c)g(x)dx

òò

;
 
[image: image1209.wmf]acb
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4.1.4. Phương pháp tính tích phân xác định:

Nếu f(x) khả tích trên [a;b], f(x) cũng khả tích trong [a;x], x
[image: image1210.wmf]Î

[a;b], nếu bây giờ ta thay cận trên b bởi biến x thì ta có tích phân:



[image: image1211.wmf]x

a

(x)=f(t)dt

F

ò

 , 
[image: image1212.wmf]x[a;b]

Î



[image: image1213.wmf](x)

F

 là một hàm phụ thuộc cận trên x và để phân biệt cận và biến số tích phân ta viết biến số tích phân là t. Hàm 
[image: image1214.wmf](x)

F

 có các tính chất sau

4.1.4.1. Các định lí:

· Định lí 1:

1-
Nếu f(t) khả tích trên [a;b] thì 
[image: image1215.wmf](x)

F

 liên tục đối với 
[image: image1216.wmf]x[a;b]

Î

.

2-
Nếu f(x) liên tục tại t = x thì 
[image: image1217.wmf](x)

F

 có đạo hàm tại x và 
[image: image1218.wmf]'()

x

F

= f(x)

· Định lí 2:

Nếu f(x) liên tục trong đoạn [a;b] và nếu F(x) là một nguyên hàm của f(x) ( luôn tồn tại nguyên hàm này theo nhận xét trên) trong đoạn đó thì .





[image: image1219.wmf]b

f(x)dx = F(b) - F(a)

a

ò


Công thức trên được gọi là công thức Newton-Leibnit và cũng thường được viết dưới dạng 





[image: image1220.wmf]b

b

a

a

f(x)dx = F(x)

ò



ví dụ: 1) 
[image: image1221.wmf]1

1

23

0

0

11

xdx=x=

33

ò



  2)  
[image: image1222.wmf]b

b

a

a

sinxdx = -cosx = cosa - cosb

ò



  3)  
[image: image1223.wmf]α + 1

b

b

x1

αα + 1α + 1

xdx =  = (b - a)

a

α + 1α+1

a

ò

, α ≠ 1
4.1.2.2. Phép đổi biến trong tích phân xác định:

· Định lí 1: (Đổi biến x = φ(t))

Xét tích phân 
[image: image1224.wmf]b

a

f(x)dx

ò

 , với f(x) liên tục trong [a;b] 

Giả sử thực hiện phép đổi biến x = φ(t) thoả:

1) φ(t) có đạo hàm liên tục trong [α;β]

2) φ(α) = a ; φ(β) = b ;

3) Khi t biến thiên trong [α;β] thì x biến thiên nhưng không ra ngoài khoảng liên tục của hàm số f(x). Khi đó 


[image: image1225.wmf]β

b

f(x)dxf[

φ(t)].φ'(t)dt

a

α

=

òò



Ví dụ:

1)
Tính I = 
[image: image1226.wmf]2

2

0

4-xdx

ò



Đặt x = 2sint => dx = 2costdt



[image: image1227.wmf]2

ππ

4-x=2cost;t

22
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x = 0 => t = 0 ; x = 2  => 
[image: image1228.wmf]t

2

p

=

 

=> 
[image: image1229.wmf]π

2

2
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I=4costdt=4

π
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1+cos2t

dt

2

0

ò

ò




[image: image1230.wmf]1

2t+sin2t
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π

2

=

π
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=
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èø
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2) Cho 
[image: image1231.wmf]π

2

n

n

0

I=cosxdx

ò



[image: image1232.wmf]π

2

n

n

0

J=sinxdx,nN

Î

ò



Chứng minh rằng In = Jn


Thật vậy, đặt 
[image: image1233.wmf]π

x=-t

2



=> cosx = sint, dx = – dt ,



[image: image1234.wmf]ππ

x=0=>t =;x ==> t=0

22




[image: image1235.wmf]00
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Icos-tdt=-sintdt
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òò





[image: image1236.wmf]π

2

n

0

=sintdt

π

2

n

=sinxdx=J

n

0

ò

ò


· Định lí 2: (Đổi biến t = φ(x))

Xét tích phân 
[image: image1237.wmf]b

a

f(x).dx

ò

, với f(x) liên tục trong [a;b] .

Nếu phép đổi biến t = φ(x) thỏa :
1) 
[image: image1238.wmf]φ(x)

biến thiên đơn điệu ngặt và có đạo hàm liên tục trên [a;b] .
2) f(x)dx trở thành g(t).d(t), trong đó g(t) là một hàm số liên tục trong đoạn [
[image: image1239.wmf]φ(a)

,
[image: image1240.wmf]φ(b)

] thì 





[image: image1241.wmf]φ(b)

b

a

φ(a)

f(x)dxg(t)dt

=

òò



Chứng minh: 



Giả sử: 
[image: image1242.wmf]g(t)dt=F(t)+c

ò

, khi đó




[image: image1243.wmf]f(x)dxg(t)dtF[

φ(x)]c

==+

òò


Do đó:



[image: image1244.wmf]b

b

a

a

f(x)dxF[

φ(x)]F[φ(b)]F[φ(a)]

==-

ò






[image: image1245.wmf]F(t)

φ(b)
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ò


Ví dụ:

1) Tính 
[image: image1246.wmf]I=

π

2

cosx

dx

2

1+sinx

0

ò


Đặt t = sinx , t đơn điệu trên 
[image: image1247.wmf]0,

2

p

éù

êú

ëû

 có 
cosxdx = dt; x = 0 => t = 0; x = 
[image: image1248.wmf]2

p

 => t = 1

=>
[image: image1249.wmf]I=
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π

=arctgt=

2
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1+t

0

0
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2)
Tính: 
[image: image1250.wmf]1

-1

I=

dx

2

x-2xcos

α+1

ò


(0 < α < π)

Vì 0 < α < π nên hàm số 

[image: image1251.wmf]f(x)=

1

2

x-2xcos

α+1

 liên tục trong [-1;1]

Đặt 
t = x – cosα => dt = dx



[image: image1252.wmf]I=
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[image: image1253.wmf]11-cos

α1+cosα

=arctg+arctg

sin

αsinαsinα

1

=

sin

α

1

απα

=arctg(tg)+arctgtg(-)

sin

α222

1

απαπ

=+-=

sin

α2222sinα

αα

arctgtg+arctgcotg

22

æö

ç÷

èø

éù

æöæö

ç÷ç÷

êú

èøèø

ëû

ìü

éù

éù

íý

êú

êú

ëû

ëû

îþ

æö

ç÷

èø


4.1.4.3. Phép lấy tích phân từng phần:

Giả sử u(x), v(x) là những hàm số có đạo hàm liên tục trong [a;b] , thì :



[image: image1254.wmf]bb

aa

udv=(u.v)vdu

b

-

a

òò


Đó là công thức tích phân từng phần 

Ví dụ:

1) Tính 
[image: image1255.wmf]e

1

I=lnxdx

ò


Ta có 
[image: image1256.wmf]e

e

1

1

I=(xlnx)-dx

ò




[image: image1257.wmf]= elne -1.ln1 -(e-1)=1.


2) Tính 
[image: image1258.wmf]π

2

0

I=xcosxdx

ò


Đặt 
[image: image1259.wmf]u=xdu=dx

dv=cosxdxv=sinx

ì

ì

=>

íí

î

î


=> 
[image: image1260.wmf]π

2
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I=(x.sinx)sinxdx

p

-

ò




[image: image1261.wmf]ππ

22
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π

=(x.sinx)+cosx=-1
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4.1.5. Ứng dụng của tích phân:

4.1.5.1. Diện tích hình phẳng:

a) Cho hàm số y = f(x) có đồ thị (C). Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị (C) trục ox và các đường thẳng x = a , x = b  (a < b) là 
[image: image1262.wmf]b

a

S=|f(x)|dx

ò


b) Cho hàm số f(x) và g(x) có đồ thị lần lượt là (C1) và (C2) . Diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C1), (C2) và các đường thẳng x = a, x = b  (a < b) là
[image: image1263.wmf]b

a

S=|f(x)-g(x)|dx

ò

.

Ví dụ: Tìm diện tích miền nằm giữa đồ thị của y = x2 – x – 4 và y = x – 1 .

Ta có hoành độ giao điểm của hai đồ thị là x2 – x – 4 = x – 1 






[image: image1264.wmf]Û

 x2 – 2x – 3 = 0 
[image: image1265.wmf]Û

x =– 1 ; x = 3
Vậy diện tích cần tìm là:



[image: image1266.wmf]3
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4.1.5.2. Thể tích khối tròn xoay:

· Vật thể bất kì:


Vật thể giới hạn bởi một mặt cong và hai mặt phẳng x = a ; x = b a( b, S(x) là diện tích của thiết diện của vật thể trên một mặt phẳng vuông góc với 0x. S(x) liên tục trên [a ; b]. Thể tích vật thể là 
[image: image1267.wmf](

)

b

a

V=Sxdx

ò


· Thể tích khối tròn xoay quay quanh trục ox
* Thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi y = f(x)  (c); x = a; x = b, y = 0; (a < b), quay quanh Ox là 
[image: image1268.wmf]b

2

a

V=

πf(x)dx

ò










Hình 4.3
Ví dụ: Đường tròn (c): x2 + y2 = a2 tâm  O.

Khi (c) quay quanh Ox ta có mặt cầu, thể tích khối cầu là




[image: image1269.wmf]a

3
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* Thể tích khối tròn xoay sinh ra bởi hình phẳng giới hạn bởi các đường y = f(x), y = g(x), x = a, x = b, quay quanh Ox là 




[image: image1270.wmf]b

22

a

Vf(x)-g(x)dx;(f(x)g(x)0)

p
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=³³
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ò



Hình 4.4
· Thể tích khối tròn xoay khi quay quanh Oy.

Thể tích khối tròn xoay sinh ra do hình phẳng giới hạn bởi các đường x = g(y), trục Oy, y = a, y = b (a < b) quay quanh Oy là 
[image: image1271.wmf]b

2

a

V=

πx(y)dy

ò

 ;




[image: image1272]
       



Hình 4.5
4.1.5.3. Độ dài đường cong:
· Hàm số y = f(x) liên tục và có đạo hàm trên [a;b]. Thì độ dài của đồ thị y = f(x) trên [a;b] là

[image: image1273.wmf]b

2

a

L=1+[f'(x)]dx

ò


Ví dụ: Cho 
[image: image1274.wmf]3

2

f(x)=x2

+

 và 
[image: image1275.wmf]4
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 tìm độ dài đồ thị f .


Ta có 
[image: image1276.wmf]1
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Vậy 
[image: image1277.wmf]2
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· Độ dài đường cong cho bởi phương trình tham số:


Cho đường cong (C) trong mặt phẳng mà x và y là toạ độ của điểm (x;y) trên (C) là các hàm số theo t. Giả sử f, g là hàm số liên tục trên khoảng I sao cho 


[image: image1279.wmf]x = f(t)

y = g(t)

ì

í

î

     với t ( I
Đó là phương trình tham số của (C) .

* Định nghĩa: Cho đường cong (C) có phương trình tham số x = f(t) , y = g(t) 

a ≤ t ≤ b. Độ dài đường cong (C) là 


[image: image1280.wmf][

]

[

]

b

22

a

L=f '(t)+g'(t)dt

ò

.

Ký hiệu của Leibnitz viết: 
[image: image1281.wmf]22
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Ví dụ: Tìm độ dài L của đường tròn có tâm là gốc O, bán kính R . Phương trình tham số của đường tròn là


x = R.cost , 
y = R.sint


[image: image1282.wmf](

)

(

)

2

π

22

a

2

π

2

π

0

0

=>L=-Rsint+Rcostdt

Rdt=Rt=2

πR

=

ò

ò


4.1.5.4. Diện tích mặt sinh bởi đường cong (C) khi quay quanh trục Ox:

· f là hàm không âm và khả vi trên [a;b] . Diện tích mặt được sinh ra bởi đồ thị của f khi quay quanh Ox là:




[image: image1283.wmf]b

2

a

S=2

π.f(x).1+[f'(x)]dx

ò

. 

(Nếu f(x) có dấu bất kỳ 
[image: image1284.wmf]b

2

a

S=2

πf(x)1+[f'(x)]dx

ò


Ví dụ: Cho f(x) = x3 với 0 ≤ x ≤ 1 có đồ thị (C) . Tìm diện tích S của mặt sinh ra bởi (C) khi quay quanh truc x’Ox ..

Ta có f(x) = x3
=> f’(x) = 3x2

[image: image1285.wmf]11
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Đặt 

u = 1 + 9x4 => du = 36x3dx




x = 0 => u = 1 ; x = 1 => u = 10
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· Nếu đường cong quay quanh Ox sinh ra mặt cho bởi phương trình tham số  
               
[image: image1288.wmf]x=f(t),y=g(t)
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Khi g(t) ≥ 0 trên [a;b] thì diện tích mặt S là :




[image: image1290.wmf][
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π.g(t)f'(t)+g'(t)dt

ò

.

Ví dụ: Chứng tỏ rằng có mặt diện tích S của mặt cầu bán kính R kà 4πR3 .

Thật vậy: Giả sử tâm mặt cầu tại gốc toạ độ. Nửa đường tròn (C) tâm O bán kính R có phương trình 



[image: image1291.wmf]x=Rcost, y=Rsint,
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Thì mặt cầu cho bởi (C) quay quanh Ox .

Ta có
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4.1.6. Tích phân suy rộng: (Đọc thêm)
4.1.6.1. Trường hợp cận lấy tích phân là vô hạn.

· Định nghĩa:


Giả sử hàm số f(x) xác định trong nửa khoảng [a;+∞), nghĩa là f(x) xác định với mọi x ≥ a và khả tích đoạn bất kỳ khoảng hữu hạn [a;A]; khi đó như đã biết tích phân 
[image: image1294.wmf]A
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 có nghĩa với bất kì A > a .


Nếu tồn tại 
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(1.1)

thì giới hạn đó được gọi là tích phân suy rộng của hàm số f(x) trong khoảng [a;+∞) và kí hiệu là




[image: image1296.wmf]+
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(1.2)

Khi đó, ta cũng nói rằng tích phân (1.2) hội tụ và viết 
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Nếu không tồn tại giới hạn (1.1) thì ta nói rằng tích phân (1.2) phân kì .

Tương tự ta cũng định nghĩa được tích phân của hàm số f(x) lây từ -∞ đến a .


[image: image1298.wmf]/
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(A’ < a)

Và tích phân của hàm số f(x) từ -∞ đến +∞
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[image: image1300.wmf]
với giả thiết f(x) khả tích trên bất kì khỏang hữu hạn [A’;A] và với khái niệm trên , có thể viết :

(1.3)


[image: image1301.wmf]a
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Tích phân (1.3) vế trái hội tụ khi cả hai tích phân vế phải hội tụ .

Nếu F(x) là một nguyên hàm của f(x) , ta viết
(với tích phân 1.2)
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Với các tích phân 
[image: image1303.wmf]a
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Cũng được tính tương tự .

Ví dụ:

1)
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3)
Tính 
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Với α ≠ 1 có
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Với α = 1 có 
[image: image1309.wmf]a
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Vậy I hội tụ khi α >1 và phân kỳ khi α ≤ 1

· Sự hội tụ của tích phân suy rộng có cận là vô cùng:

*  Trường hợp  f(x) ≥ 0

Giả sử f(x) ≥ 0 và khả tích trên [a;A] với a, A hữu hạn (a < A), khi đó tích phân




[image: image1310.wmf]A
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là một hàm đơn điệu tăng đối với biến A, do đó suy ra :

Điều kiện ắt có và đủ để tích phân suy rộng 
[image: image1311.wmf]+
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 hội tụ là tích phân 
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 luôn bị chặn trên khi A tăng: 
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(L là hằng số)

nếu không thỏa 
[image: image1314.wmf]A
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 thì tích phân 
[image: image1315.wmf]A
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(A)=f(x)dx

F

ò

 có giá trị là ∞ .

 Định lí:  (tiêu chuẩn so sánh)

* Cho hai hàm số f(x) và g(x) khả tích trên mọi khoảng hữu hạn [a;A] ; (a ≤ A) và 0 ≤ f(x) ≤ g(x)  , x ≥ a .

Khi đó :


Nếu 
[image: image1316.wmf]a
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Nếu 
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* Giả sử f(x) và g(x) là hai hàm số khả tích trên mọi khoảng hữu hạn [a;A] (a ≤ A), khi đó :


Nếu tồn tại giới hạn 
[image: image1320.wmf]x
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Thì các tích phân suy rộng 
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 sẽ cùng tính chất, nghĩa là cùng hội tụ, hay cùng phân kì .

Hệ quả:  

Cho f(x) và g(x) là hai hàm số dương khả tích trên [a;+∞) . Khi đó:

1) Nếu 
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2)  Nếu 
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Ví dụ: Xét sự hội tụ và phân kì của các tích phân:


a)
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+ Với I , để ý rằng với x > 1 luôn có :
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Dùng ví dụ 4) mục trước và tiêu chuẩn so sánh => I hội tụ .

+ Với J , để ý rằng 
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Dùng ví dụ 4) mục trước và hệ quả 2) thì J phân kì .

* Trường hợp f(x) có dấu tuỳ ý:

Định lí:

Nếu 
[image: image1334.wmf]a
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Khi đó ta nói rằng 
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4.1.6.2. Trường hợp hàm số lấy tích phân không bị chặn: 
· Định nghĩa:

Cho hàm số f(x) xác định và liên tục với 
[image: image1340.wmf]x[a;b)
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. Người ta đưa ra định nghĩa tích phân suy rộng của hàm f(x) không bị chặn tại điểm b như sau:
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Nếu giới hạn phía phải tồn tại, ta gọi tích phân hội tụ. Nếu giới hạn không tồn tại hoặc bằng vô cùng thì ta gọi tích phân phân kì .

Tương tự nếu f(x) không bị chặn tại a (với x
[image: image1342.wmf]Î

(a;b]) ta có 
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Trường hợp f(x) không bị chặn tại x​o
[image: image1344.wmf]Î

 (a;b) ta định nghĩa:
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Tích phân suy rộng vế trái (1) hội tụ khi và chỉ khi cả hai tích phân suy rộng ở vế phải hội tụ

Ví dụ: 
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Tương tự 
[image: image1351.wmf]1
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. Vậy cả hai tích phân 
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phân kì. Do đó 
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Ví dụ 2: Chứng tỏ 
[image: image1354.wmf]1
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 hội tụ và tìm giá trị 

Thật vậy : Hàm số 
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Cho 0 < c < 1, ta có 
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Vậy 
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· Các định lí và hệ quả 

* Định lí:

1. Cho hai hàm số f và g là hai hàm số không âm, khả tích trên (a,
[image: image1361.wmf]]

b

với x = a là điểm bất thường sao cho 
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(a,
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c

, a<c<b. Khi đó 
a) Nếu 
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b) Nếu 
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2. Giả sử f và g là hai hàm số dương khả tích trên (a,
[image: image1368.wmf]]
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cùng với điểm bất thường x = a. Khi đó nếu tồn tại giới hạn 
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 thì nếu
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hội tụ khi và chỉ khi 
[image: image1371.wmf]b
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* Hệ quả: 
Cho f và g là hai hàm số dương, khả tích trên (a;b] cùng có điểm bất thường x=a khi đó

1) Nếu 
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2) Nếu 
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Chú ý

Với tích phân suy rộng cũng có thể thực hiện phép đổi biên tích phân và phép lấy tích phân từng phần 

( ( (
BÀI TẬP

Bài 1:  Tính các tích phân sau

1)
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Bài 2: Tính các tích phân

1) 
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Bài 3: Xét tính hội tụ của các tích phân sau
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Bài 4: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường

1) 
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2) 
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Bài 5: Tính thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường

1) 
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[image: image1394.wmf]2

y= 4 - x, x = 0

 quay quanh oy

Bài 6: Tìm độ dài cung của các đường cong sau
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§4.2 : HÀM NHIỀU BIẾN

4.2.1. Khái niệm mở đầu
4.2.1.1. Định nghĩa hàm số nhiều biến số

D là tập hợp trong
[image: image1400.wmf]2

¡

. Người ta gọi ánh xạ f :
[image: image1401.wmf]D
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, tức là một quy tắc cho ứng với mỗi cặp số thực (x,y)
[image: image1402.wmf]D
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một số thực duy nhất z, ký hiệu là f(x,y), là hàm số hai biến số.x và y là hai biến số độc lập. Ta ký hiệu


[image: image1403.wmf]f : (x,y)z = f(x,y)
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D được gọi là miền xác định của hàm số f. Tập hợp


[image: image1404.wmf]f(D) ={zf(x,y),(x,y)D}
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gọi là miền giá trị của hàm số f.

Hàm số n biến số f(x1,x2,…,xn) được định nghĩa tương tự.

4.2.1.2.  Miền xác định

Nếu người ta cho hàm số hai biến số bởi biểu thức z = f(x,y) mà không nói gì về miền xác định của nó thì miền xác định của hàm số đó được hiểu là tập hợp những cặp (x,y) sao cho biểu thức f(x,y) có nghĩa. Nếu xem (x,y) là tọa độ của điểm M trong mặt phẳng thì miền xác định của hàm số f (x,y) là tập hợp những điểm M sao cho biểu thức f(M) có nghĩa. Đó thường là một tập hợp D liên thông trong
[image: image1405.wmf]2
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, tức là một tập hợp mà hai điểm M1, M2 bất kỳ của nó luôn có thể nối nhau bởi một đường cong liên tục nằm hoàn toàn trong D (hình 4.6). Trừ trường hợp miền xác định
[image: image1406.wmf]2
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, D thường được giới hạn bởi một đường cong L kín hay không. Miền D được gọi là mở nếu những điểm của biên L đều không thuộc D, là đóng nếu mọi điểm của biên L đều thuộc D.



Hình 4.6
Miền liên thông D được gọi là đơn liên nếu nó bị giới hạn bởi một đường cong kín, đa liên nếu nó bị giới hạn bởi nhiều đương cong kín rời nhau từng đôi một. 

Ví dụ 1: Hàm số z = 2x - 3y + 5 xác định
[image: image1407.wmf]2
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, miền xác định của nó là toàn bộ mặt phẳng.

Ví dụ 2: Hàm số 
[image: image1408.wmf]22
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xác định khi 1 - x2 - y2 ≥ 0 hay x2 + y2 ≤ 1. Miền xác định của nó là hình tròn đóng, tâm O, bán kính 1 ( hình 4.7).

Ví dụ 3: Hàm số z = ln ( x + y - 1) xác định khi x + y - 1 > 0 hay x + y > 1. Miền xác định của nó là nửa mặt phẳng mở nằm ở phía trên đường thẳng x + y = 1 (hình 4.8).


      Hình 4.7



    Hình 4.8 

Sau này các khái niệm sẽ được trình bày cho trường hợp n = 2 hay n = 1. Các khái niệm ấy cũng được mở rộng cho trường hợp n nguyên dương bất kỳ. 

4.2.1.3. Biểu diễn hình học của hàm số hai biến số

Giả sử z = f(x,y) là hàm số xác định trong miền D của mặt phẳng xOy. Qua điểm M(x, y, 0) trong miền D, dựng đường thẳng song song và cùng hướng với trục Oz và lấy điểm P trên đó sao cho 
[image: image1409.wmf]MP

= f(x,y)  = z . Khi điểm M biến thiên trong miền D thì điểm P biến thiên trong 
[image: image1410.wmf]3
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và sinh ra một mặt S nào đó, gọi là đồ thị của hàm số z = f(x,y). Ta nói rằng z = f(x,y) là phương trình của mặt S. Mỗi đường thẳng song song với trục Oz cắt mặt S ở không quá một điểm ( hình 4.9).






Hình 4.9
Ví dụ 4: Hàm số 
[image: image1411.wmf]3
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 xác định trên toàn mặt phẳng xOy. Đồ thị cúa nó là mặt phẳng cắt ba trục tọa độ theo thứ tự ở ba điểm A(1, 0,0), B(0,2,0), C(0,0,3). Phần của đồ thị của hàm số đó nằm trong góc phần tám thứ nhất (hình 4.10).







Hình 4.10
4.2.1.4. Mặt bậc hai( Đọc thêm)

Mặt bậc hai là những mặt mà phương trình của chúng là bậc hai đối với x, y,z.

· Mặt elipxôit 

là mặt có phương trình
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(1.1)
trong đó a, b,c là những số dương. Vì x, y,z có mặt trong phương trình (1.1) với số mũ chẵn nên mặt elipxôit nhận các mặt phẳng tọa độ làm mặt phẳng đối xứng, nhận gốc O làm tâm đối xứng.

Cắt mặt elipxôit bởi các mặt phẳng tọa độ xOy, yOz, zOx, các giao tuyến theo thứ tự là các đường elip:
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Cắt mặt elipxôxit bởi mặt phẳng z = k, k là hằng số, giao tuyến có phương trình 


[image: image1414.wmf]222
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  (1.2)

Nếu k<-c hoặc k>c, phương trình (1.2) vô nghiệm, mặt phẳng z = k không cắt mặt elipxôxit.

Nếu k = ± c, giao tuyến thu về điểm (0,0, ± c).

Nếu –c<k<c, phương trình (1.2) có thể viết
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Hình 4.11
Đó là phương trình của đường elip có tâm tại điểm (0,0,k), có các bán trục là 


[image: image1416.wmf]2
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Khi k tăng từ 0 đến c, các bán trục nhỏ dần tới 0. Khi k tăng từ -c đến c, giao tuyến di chuyển và sinh ra mặt elipxôit (hình 4.11). a,b,c gọi là các bán trục của elipxôit.

Nếu hai trong ba bán trục bằng nhau, chẳng hạn a = c, ta có mặt elipxôit tròn xoay, sinh bởi đường elip 
[image: image1418.wmf]22
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quay quanh trục Oz, nếu a = b = c, mặt elipxôit trở thành mặt cầu tâm O bán kính a. 

· Mặt hypebôlôit một tầng

Đó là mặt bậc hai có phương trình


[image: image1419.wmf]222
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(1.3)
trong đó a, b, c là những hằng số dương. Mặt đó nhận các mặt phẳng tọa độ làm mặt phẳng đối xứng, nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng. Nó cắt mặt phẳng tọa độ xOy theo đường elip 
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cắt các mặt phẳng tọa độ yOz, zOx lần lượt theo các đường hypebôn
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Giao tuyến của mặt hypecbôlôit với mặt phẳng z = k là đường elip 
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(1.4)

Khi 
[image: image1423.wmf]k

 tăng từ 0 đến + ∞, các bán trục của elip đó theo thứ tự tăng dần từ a đến + ∞ và từ b đến + ∞. Khi k biến thiên từ - ∞ đến + ∞ giao tuyến đó dịch chuyển và sinh ra mặt hypebôlôit một tầng (hình 4.11)

Nếu a = b, ta có mặt hypebôlôit một tầng tròn xoay, do hypebôn 
[image: image1424.wmf]22
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quay quanh trục Oz sinh ra.









Hình 4.12 

Mặt hypebôlôit hai tầng

Đó là mặt bậc hai có phương trình 


[image: image1425.wmf]222
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  (1.5)

trong đó a, b, c là những hằng số dương. Nó nhận các mặt phẳng tọa độ làm mặt phẳng đối xứng, nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng.






  Hình 4.13

Cắt mặt (1.5) bởi mặt phẳng z = k, giao tuyến có phương trình
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  (1.6)
Nếu 
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<c, mặt (1.5) không cắt mặt phẳng z = k. Nếu k = ± c, mặt phẳng z = k tiếp xúc với mặt (7.5) tại điểm (0,0,c) hoặc (0,0,-c). Nếu 
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>c, giao tuyến (1.6) là đường elip có bán trục 
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. Khi 
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 tăng từ c tới +∞, các bán trục ấy  lớn dần từ 0 tới + ∞, giao tuyến (1.6) di chuyển và sinh ra mặt hypibôlôit hai tầng hình 4.13
Nếu a =  b, ta có mặt hypebôlôit hai tầng tròn xoay, do hypebôn 
[image: image1432.wmf]22
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 quay quanh trục Oz sinh ra.

· Mặt parabôlôit eliptic







Hình 4.14
Đó là mặt có phương trình


[image: image1433.wmf]22
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trong đó q,p là các hằng số dương


Vì x,y tham gia vào phương trình (1.7) với số mũ chẵn, nên mặt (1.7) nhận các mặt phẳng yOz và xOx làm mặt phẳng đối xứng.

Mặt (1.7) cắt các mặt phẳng x = 0 và y = 0 theo các đường parabôn nhận Oz làm trục : 

  y2 = 2qz, x = 0 ;

  x2 = 2qz, y = 0 ;

Giao tuyến của mặt (1.7) với mặt phẳng z = k là đường elip có các bán trục 
[image: image1434.wmf]2qk,2qk
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(1.8)
nếu k >0, là gốc tọa độ nếu k = 0. Khi k tăng từ 0 đến +∞ các bán trục cũng tăng từ 0 đến + ∞, giao tuyến (1.8) di chuyển và sinh ra mặt parabôlôit eliptic (hình 4.13).

Nếu p = q, ta có mặt parabôlôit tròn xoay, do parabôn x2 = 2 pz, y = 0 quay quanh trục Oz sinh ra.
· Mặt parabôlôit hypecbôlic

Đó là mặt có phương trình


[image: image1436.wmf]22
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(1.9)

trong đó p, q là những hằng số dương.

Nó nhận các mặt phẳng yOz và zOx làm mặt phẳng đối xứng

Cắt nó bởi mặt phẳng zOx, giao tuyến là đường parabôn

  


x2 = 2pz, y = 0, 

(1.10)

parabôn này nhận Oz làm trục.

Cắt mặt (1.9) bởi mặt phẳng x = k song song với mặt phẳng yOz, ta được đường 
[image: image1437.wmf]2
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(1.11)

Đó là đường parabôn có tham số q, có trục song song với Oz, quay bề lõm về  phía z<0, có đỉnh nằm trên đường (1.10). Khi k biến thiên từ - ∞ đến + ∞, giao tuyến (1.11) di chuyển và sinh ra mặt parabôlôit hypebôlic (hình 4.15).

 
Hình 1.15
Cắt mặt (1.9) bởi mặt phẳng z = k, ta được đường 
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(1.12)
Nếu k>0, đó là đường hypebôn có trục thực nằm trong mặt phẳng zOx và song song với Ox, có bán trục thực 
[image: image1439.wmf]2pk

, bán trục ảo 
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. Nếu k<0, đó là đường hypebôn có trực thực nằm trong mặt phẳng yOz và song song với Oy, có bán trục thực 
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bán trục ảo 
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Nếu k = 0, phương trình (1.12) trở thành
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Vậy giao tuyến của mặt (1.9) với mặt phẳng z = 0 là cặp đường thẳng giao nhau 
[image: image1445.wmf]q
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trong mặt phẳng xOy.
· Mặt trụ bậc hai
Nếu một trong ba biến số không có mặt trong phương trình của một mặt nào đó thì mặt đó là mặt trụ. Chẳng hạn, mặt có phương trình
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a, b là các hằng số dương, là mặt trụ elip. Nếu điểm (x0,y0,0) thuộc mặt đó thì mọi điểm (x0,y0, z’) với z’ bất kỳ cũng thuộc mặt đó. Vậy đường sinh của mặt đó. Vậy đường sinh của mặt trụ song song với trục Oz (hình 1.16). Còn phương trình y = x2 biểu diễn mặt trụ parabôn có đường sinh song song với trục Oz (hình 1.17).






Hình 1.16 




Hnh 1.17  
· Mặt nón bậc hai

Xét mặt có phương trình 
[image: image1447.wmf]
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(1.13)
trong đó a, b, c là các hằng số dương. Nó cắt mặt phẳng xOy tại gốc tọa độ, cắt mặt phẳng yOz theo đường.
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tức là theo cặp đường thẳng giao nhau trong mặt phẳng yOz và cắt mặt phẳng zOx theo cặp đường thẳng giao nhau 
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Giao tuyến của mặt (113) với mặt phẳng z = k là hằng số, có phương trình
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(1.14)
Giao tuyến đó là đường elip có các bán trục 
[image: image1452.wmf]akbk
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. Khi k biến thiên từ - ∞ đến + ∞, giao tuyến đó di chuyển và sinh ra mặt (1.13) (hình 1.18).







Hình 1.18 

Dễ kiểm tra rằng nếu điểm M0(x0,y0,z0) nằm trên mặt (1.3), thì mọi điểm nằm trên đường thẳng OM0 cũng nằm trên mặt (1.3),vì mọi điểm trên đường thẳng OM0 đều có tọa độ (
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 là một số nào đó. Vậy mặt (1.13) là một mặt nón có đỉnh ở gốc tọa độ. Nếu a = b, ta được một mặt nón tròn xoay.
4.2.1.5. Giới hạn của hàm số hai biến số
Ta nói rằng dãy điểm Mn(xn,yn) dần tới điểm M0(x0,y0) trong
[image: image1454.wmf]2
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và viết Mn ( M0 (hay (xn, yn) ( (x0,y0) khi n ( ∞ nếu
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Cho hàm số f(M) = f(x,y) xác định trong một miền D chứa điểm M0(x0,y0), có thể trừ điểm M0. Ta nói rằng L là giới hạn của f(x,y) khi điểm M (x,y) dần tới điểm M0 nếu với mọi dãy Mn(xn,yn) (khác M0) thuộc miền D dần tới M0 ta đều có 
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Ký hiệu: 
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Từ định nghĩa trên suy ra rằng nếu khi dãy Mn dần tới M0 trên hai đường C1,C2  khác nhau (hình 1.19) mà dãy {f(xn,yn)}dần tới hai giới hạn khác nhau L1, L2 thì 
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không  tồn tại.






Hình 1.19

Ví dụ 5: Tính 
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Hàm số f(x,y) xác định trên 
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Do đó với mọi dãy {(xn,yn)} dần tới (0,0), ta đều có 
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Ví dụ 6. Tìm 
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Hàm số g(x,y) xác định trên 
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, với dãy {(xn,yn)} dần tới (0,0) trên trục Ox, ta có yn = 0, do đó g(xn,0) = 0, 
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Với dãy {(xn,yn)} dần tới (0,0) trên đường y = x, ta có yn = xn, 
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4.2.1.6. Tính liên tục của hàm số hai biến số

Cho hàm số f(x,y) xác định trong miền D. M0(x0,y0) là một điểm thuộc D. Ta nói rằng hàm số f(x,y) liên tục tại M0 nếu:

1. Tồn tại 
[image: image1475.wmf]00
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2. 
[image: image1476.wmf]00
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Hàm số f(x,y) được gọi là liên tục trong miền D nếu nó liên tục tại mọi điểm của miền D. Hàm số nhiều biến số liên tục trong một miền đóng giới nội cũng có những tính chất như hàm số một biến số liên tục trong một khoảng đóng giới nội: nó giới nội, đạt giá trị lớn nhất và bé nhất trong miền ấy

Ví dụ 7: Xét tính liên tục của hàm số 
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G(x,y) xác định trên toàn 
[image: image1478.wmf]2
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. Nó liên tục tại mọi điểm (x,y) ≠ (0,0) vì nó là thương của hai hàm số liên tục với mẫu số khác 0. Chỉ còn phải xét tính liên tục của G(x,y) tại (0,0). Vì không tồn tại 
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 (xem ví dụ 6) nên G(x,y) không liên tục tại (0,0). Tóm lại, G(x,y) liên tục tại mọi điểm (x,y) ≠(0,0).

Chú thích. Nếu đặt 
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. Khi đó công thức (1.15) có thể là 
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(1.16)
Nói cách khác, hàm số f(x,y) liên tục tại M0(x0,y0) nếu hệ thức (1.16) được thỏa mãn

4.2.2. Đạo hàm riêng, vi phân toàn phần
4.2.2.1. Đạo hàm riêng

· Định nghĩa. z = f (x,y) là một hàm số xác định trong miền D, (x0,y0) là một điểm thuộc D. Nếu cho y =  y0 ,y0 là hằng số, mà hàm số một biến số 
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có đạo hàm tại x = x0 thì đạo hàm đó gọi là đạo hàm riêng đối với x của hàm số f(x,y) tại (x0,y0) và được ký hiệu là 
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Vậy theo định nghĩa của đạo hàm số một biến số, ta có
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Tương tự, đạo hàm riêng đối với y của hàm số f(x,y) tại (x0,y0) ký hiệu là 
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Như vậy khi tính đạo hàm riêng đối với x của f, chỉ việc xem y là hằng số và lấy đạo hàm của f đối với x; khi tính đạo hàm riêng đối với y của f, chỉ việc xem x là hằng số và lấy đạo hàm của f đối với y.

Ví dụ 1: Tính các đạo hàm riêng của z = x4 – 5x3y2 + 2y4
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Ví dụ 2: Tính các đạo hàm riêng của z = xy (x > 0)
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Ví dụ 3. Tính các đạo hàm riêng của 
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 Chú thích 1: Đạo hàm riêng của hàm số n(>2) biến số được định nghĩa tương tự. Khi tính đạo hàm riêng của f đối với một biến số nào đó, ta xem các biến số khác là hằng số và tính đạo hàm của f đối với biến số ấy.

Ví dụ 4: Tính các đạo hàm riêng của hàm số u = 
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xy

e

cosz.


[image: image1493.wmf]222

xyxy2xy

uuu

e2xy cosz,ecosz,esinz

xy

x

z

¶¶¶

===-

¶¶¶


· Ý nghĩa hình học của đạo hàm riêng 

Gọi S là đồ thị của hàm số z = f(x,y.C1 là giao tuyến của S và mặt phẳng y = y0. C1 chính là đồ thị của hàm số một biến f(x,y0) trên mặt phẳng y = y0. Do đó đạo hàm riêng f’x(x0,y0) là hệ số góc của đường tiếp tuyến T1 của C1 tại điểm P(x0,y0,z0), trong đó z0 = f(x0,y0) (hình 4.20). Còn đạo hàm riêng f’y(x0,y0) là hệ số góc của đường tiếp tuyến T2 của giao tuyến C2 của mặt S với mặt phẳng x = x0 tại P(x0,y0,z0).
Đạo hàm riêng f’x(x0,y0) cũng biểu diễn vận tốc biến thiên của hàm số f(x,y) theo hướng x tại (x0,y0), còn f’y(x0,y0) biểu diễn vận tốc biến thiên của f(x,y) theo hướng y tại (x0,y0).

Hình 4.20
Đạo hàm riêng cấp cao

Các đạo hàm riêng f’x, f’y gọi là đạo hàm riêng cấp một của hàm số z = f(x,y). Chúng cũng là những hàm số của x,y. Vì vậy có thể xét các đạo hàm riêng của chúng: (f’x)’x, (f’x)’y, (f’y)’x, (f’y)’y, gọi là đạo hàm riêng cấp hai của f(x,y). Ta dùng các ký hiệu sau:


[image: image1494.wmf]22

''''

xxxx

22

22

''''

yxy

22

''''

yxyx

22

''''

yyyy

22

ffz

(f)f,

xxxx

ffz

(f)= f,

yxyxyx

ffz

(f)= f,

xyxxy

ffz

(f)= f.

yyy

x

y

y

¶¶¶¶

æö

====

ç÷

¶¶¶¶

èø

¶¶¶¶

æö

===

ç÷

¶¶¶¶¶¶

èø

æö

¶¶¶¶

===

ç÷

¶¶¶¶¶¶

èø

æö

¶¶¶¶

===

ç÷

¶¶¶¶

èø


Ví dụ 5. f(x,y) = x2ey + x3y2 – y5
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Các đạo hàm riêng cấp cao hơn được định nghĩa tương tự. Chẳng hạn
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Ta thừa nhận mà không chứng minh định lí quan trọng sau.

Định lí (Schwarz). Nếu hàm số f(x,y) có các đạo hàm riêng 
[image: image1497.wmf]""
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trong một miền D và nếu các đạo hàm riêng ấy liên tục tại điểm (x0,y0)
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Ta đã thấy kết quả này ở ví dụ 5

Từ định lí Schwarz dễ dàng suy ra rằng 
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nếu chúng liên tục.

Đạo hàm riêng cấp cao của hàm số n (n>2) biến số được định nghĩa tương tự.

Ví dụ 6:  
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4.2.2.2. Vi phân toàn phần

· Định nghĩa: Ta biết rằng nếu hàm số một biến số f(x) xác định trong khoảng 
[image: image1502.wmf]I
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và nếu tồn tại đạo hàm f’(x0),
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 thì số gai 
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có thể biểu diễn dưới dạng
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trong đó 
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. Biểu thức 
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[image: image1509.wmf]0

f(x)

D

khi 
[image: image1510.wmf]x0

D®

, gọi là vi phân của f(x) tại x0. Vậy nếu đạo hàm f’(x0) tồn tại thì f(x) khả vi tại x0.

Bây giờ xét hàm số hai biến số f(x,y) xác định trong miền D (
[image: image1511.wmf]2
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. Mo(xo,yo) và M(xo + 
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x, yo + 
[image: image1513.wmf]D

y) là hai điểm thuộc D. Nếu số gia 
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f(xo,yo) = f(xo +
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x, yo + 
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y) – f(xo,yo) có thể biểu diễn dưới dạng
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Trong đó A, B là những số không phụ thuộc 
[image: image1518.wmf]D
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y; còn ( (0 và ( (0 khi (
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x, 
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y) ((0,0) (tức là khi M ( M0) thì ta nói rằng hàm số f(x,y) khả vi tại M0, biểu thức A
[image: image1522.wmf]D

x+ B
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y gọi là vi phân toàn phần của hàm số f(x,y) tại (xo,yo) ứng với các số gia 
[image: image1524.wmf]D

x, 
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y và được ký hiệu là df(x0,y0).

Nếu hàm số f(x,y) khả vi tại (xo,yo) thì nó liện tục tại đó, vì từ công thức (2.2) suy ra  
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y) ((0,0) ( xem chú Thích 1). 

Hàm số f(x,y) gọi là khả vi trong miền D nếu có khả vi tại mọi điểm thuộc D.

Chú thích 2: nếu f(x,y) khả vi tại (x0,y0) thì tồn tại các đạo hàm riêng f’x(x0,y0), f’y(x0,y0). Thật vậy, từ công thức (2.2) ta có f(x0+ 
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Cũng như vậy
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Như vậy nếu hàm số f(x,y) khả vi tại (x0,y0) thì vi phân toàn phần của nó tại (x0,y0) được cho bởi
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Chú thích 3. Khác với hàm số một biến số, nếu hàm số hai biến số f(x,y) có các đạo hàm riêng f’x(x0,y0), f’y(x0,y0) thì chưa chắc nó đã khả vi tại (x0,y0). Xét hàm số sau
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Theo định nghĩa của đạo hàm riêng, ta có
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Vì G(h,0) = 0, 
[image: image1538.wmf]"

h ≠ 0. Tương tự, ta có G’y(0,0) = 0. Vậy tồn tại các đạo hàm riêng G’x(0,0), G’y(0,0), nhưng hàm số G (x,y) không liên tục tại (0,0) (xem ví dụ bài 6) nên không khả vi tại (0,0).

· Điều kiện khả vi của hàm số nhiều biến số

Nếu hàm số f(x,y) có các đạo hàm riêng trong một miền D chứa điểm M0 (x0,y0)và nếu các đạo hàm riêng ấy liên tục tại M0 thì hàm số f(x,y) khả vi tại M0, vi phân toàn phần của f(x,y) tại M0 được tính bởi công thức
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Chú thích 4, Cũng như đối với hàm số một biến số, vì x,y là biến số độc lập nên ta có
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y = dy, do đó công thức (2.3) còn được viết là
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Ví dụ 7. Tính vi phân toàn phần của hàm số 
[image: image1543.wmf]22
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Hàm số xác định trên toàn 
[image: image1544.wmf]2

¡

. Vì các đạo hàm riêng
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liên tục  tại mọi (x,y) ≠ (0,0) nên z khả vi trên 
[image: image1546.wmf]2
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Chú thích 5. Đối với hàm số  n (>2) biến số, định nghĩa hàm số khả vi, điều kiện khả vi của hàm số khả vi, công thức của vi phân toàn phần cũng tương tự như hàm số hai biến số.

Ví dụ 8. Tính vi phân toàn phần của hàm số u = xeyz.

Hàm số xác định trên 
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. Các đạo hàm riêng 
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Liên tục trên toàn 
[image: image1550.wmf]3
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nên hàm số u khả vi trên toàn 
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và 

du = eyz dx + xzeyz dy + xyeyzdz = eyz (dx+xzdy + xydz)

· Ứng dụng vi phân toàn phần vào tính gần đúng (đọc thêm)

Từ vế phải của công thức (7.4) ta thấy rằng 
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khá nhỏ, ta có thể xem 
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Ví dụ 9. Cho hàm số f(x,y) = x2 + 2xy – y2. Tính 
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df(x,y) = (2x + 2y)
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df(2,3) = (2.2 + 2.3)0,03 + (2.2 – 2.3).(-0,02) = 0,34,
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Ta thấy df(2,3) (
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Ví dụ 10. Tính gần đúng arctg 
[image: image1573.wmf]1,02
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.

Ta cần tính Z(x0+
[image: image1574.wmf]D

x, y0+
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y), trong đó z = arctg 
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x

, x0 = 1, y0 = 1,
[image: image1577.wmf]D

x = -0,05, 
[image: image1578.wmf]D

y = 0,02.

Ta có 
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Theo công thức (7.4)

z(1-0,05; 1+0,02) ( z(1,1) + z’x (1,1)
[image: image1580.wmf]D

x + z’y (1,1)
[image: image1581.wmf]D
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hay  arctg 
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Ví dụ 11. Khi đo bán kính đáy và chiều cao của một hình nón tròn xoay ta được 10cm và 25cm. Biết rằng sai số mỗi lần đo có thể tới 0,1cm. Hãy tính sai số tuyệt đối lớn nhất khi tính thể tích của hình nón.

Thể tích V của hình nón tròn xoay có bán kính đáy R và chiều cao H được cho bởi
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Do đó vi phân của V là 
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Vì 
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nên sai số lớn nhất khi tính V là 
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· Điều kiện để biểu thức P(x,y)dx + Q(x,y) dy là một vi phân toàn phần

Ta biết rằng vi phân toàn phần của hàm số khả vi f(x,y) là 


[image: image1588.wmf]ff
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Bây giờ cho hai hàm số P(x,y), Q(x,y). Định lí sau đây cho ta biết khi nào biểu thức P(x,y)dx + Q(x,y)dy là vi phân toàn phần của một hàm số f(x,y) nào đó.

Định lí: Giả sử các hàm số P(x,y), Q(x,y) có các đạo hàm riêng liên tục trong một miền D nào đó. Biểu thức P(x,y)dx + Q(x,y)dy là một vi phân toàn phần khi và chỉ khi
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(2.5)

Chú thích 6: Nếu điều kiện (2.5) được thỏa mãn, ta có có thể tìm được hàm số f(x,y) sao cho df = P(x,y)dx +  Q(x,y)dy. Việc tìm hàm số f(x,y) được trình bày trong ví dụ sau.

Ví dụ 12. Chứng minh rằng các biểu thức sau đây là vi phân toàn phần:

a) (1 = (2x – 5y2) dx + (6y2 – 10xy) dy,

b) (2 = 3x2 (1 + lny)dx - 
[image: image1590.wmf]3
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, với y > 0. 
Tìm các hàm số fi(x,y) sao cho dfi= (i, i = 1,2

Giải a) Ta có P(x,y) = 2x -5y2, Q(x,y) = 6y2 -10xy. Do đó 


[image: image1591.wmf]PQ

10y

yx

¶¶

=-=

¶¶

.

Vậy (1 là một vi phân toàn phần. Ta phải tìm hàm số f1(x,y) sao cho df1 = (1, do đó 


[image: image1592.wmf]2
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Lấy nguyên hàm theo x hai vế của (*), ta được

f1(x,y) = x2 – 5y2x+ ((y), 



(***)

trong đó ((y) là một hàm số khả vi bất kỳ của biến số y, ((y) được xem là hằng số tùy ý đối với x, vì x, y là hai biến số độc lập. Lấy đạo hàm đối với y hai vế của (***), ta được
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[image: image1594.wmf](****)


So sánh (**) và (****), ta được 
[image: image1595.wmf]φ'(y)

= 6y2. Do đó 
[image: image1596.wmf]φ(y)

 =  2y3 + C, C là hằng số tùy ý. Thay 
[image: image1597.wmf]φ(y)

vào (***), ta được 

f1(x,y) = x2 – 5y2 + 2y3 + C.

Lưu ý rằng ta cũng có thể bắt đầu tính bằng cách lấy nguyên hàm theo y hai vế của (**) như trong phần b) dưới đây.

b) có P(x,y) = 3x2 (1+lny), Q(x,y) 
[image: image1598.wmf]3
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Vậy (2 là một vi phân toàn phần. Ta phải tìm hàm số f2(x,y) sao cho df2 = (2, do đó


[image: image1600.wmf]2
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Lấy nguyên hàm theo y hai vế của (ii), ta được

f2(x,y) = x3lny – y2+ ((x).



(iii)

trong đó ((x) là một hàm số khả vi bấy kỳ của x. Lấy đạo hàm theo x hai vế của (iii), ta được 
[image: image1601.wmf]2
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(iv)

So sánh (iv) với (i), ta được (’(x) = 3x2. Do đó ((x) = x3 + C, C là hằng số tùy ý. Thay ((x) vào (iii), ta được

f2(x,y) = x3(1+lny) – y2 + C.
4.2.3. Đạo hàm của hàm số hợp. Đạo hàm của hàm số ẩn
4.2.3.1. Đạo hàm của hàm số hợp

·  Cho hàm số z = f(u,v), trong đó u = u(x) là những hàm số của x. Ta nói rằng z = f(u(x), v(x)) là hàm số hợp của x qua các biến số trung gian u, v. Định lý sau đây cho ta quy tắc tính đạo hàm của hàm số hợp z = f(u(x), v(x)).

Định lí Nếu z = f(u,v) là hàm số khả vi của u, v và nếu u = u(x), v = v(x) là những hàm số khả vi của x thì z là hàm số khả vi của x và ta có
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(3.1)
Chứng minh: Cho biến số độc lập x số gia
[image: image1603.wmf]x
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; hàm z có số gia tương ứng là 
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. Vì Z = f(u,v) là hàm số khả vi của u,v nên 
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có thể biểu diễn dưới dạng
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Ví dụ 1: Tính 
[image: image1615.wmf]dz

dx

nếu z = u2 – uv + 2v2, u = e-x, v = sinx.
Theo công thức (7.23), ta có
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Chú thích 1. Nếu z = f(x,y) là hàm số khả vi của x,y và nếu y = y(x) là hàm số khả vi của x thì z = f(x,y(x)) là hàm số hợp của x, khả vi đối với x và ta có
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  (3.2)

Đạo hàm 
[image: image1619.wmf]dz
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 ở vế trái gọi là đạo hàm toàn phần của z đối với x, còn đạo hàm 
[image: image1620.wmf]z
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 ở vế phải là đạo hàm riêng của z = f(x,y) đối với z.

Ví dụ 2. Tính 
[image: image1621.wmf]dz

dx

nếu  z= ln(x2 + y2), y = sin2x.

Theo công thức (3.2), ta có
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·  Bây giờ xét hàm số z = f(u,v), trong đó u = (x,y), v = v(x,y) là những hàm số của hai biến số độc lập x,y. Khi đó z = f(u(x,y), v(x,y)) là hàm số hợp của x,y thông qua các biến số trung gian u, v.

Để tính đạo hàm riêng đối với x của hàm số z, ta xem y không đổi, khi đó z = f(u(x,y), v(x,y)) là hàm số hợp của một biến số độc lập x thông qua hai biến số trung gian u, v. Do định lí (1.1), ta có
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Cũng lập luận như vậy khi tính 
[image: image1625.wmf]z
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, ta được định lí sau

Định lí Nếu hàm số z = f(u,v) là hàm số khả vi của u, v và các hàm số u = u(x,y), v = v(x,y) có các đạo hàm riêng 
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             (3.3)

Ví dụ 3: Tính 
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nếu z = eu cosv, u = xy, 
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Ta có
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Do đó: 
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Chú thích 2. Quy tắc tính đạo hàm của hàm số hợp hợp cũng được mở rộng cho trường hợp hàm số f phụ thuộc nhiều biến số trung gian hơn và các biến số trung gian phụ thuộc nhiều biến số độc lập hơn.

4.2.3.2. Đạo hàm của hàm số ẩn

· Giả sử hai biến x,y được ràng buộc với nhau bởi phương trình 

F(x,y) = 0.    




(3.4)

Nếu y = f(x) là một hàm số xác định trong một khoảng nào đó sao cho khi thế y = f(x) vào phương trình (3.4), ta được một đồng nhất thức thì ta nói rằng y = f(x) là hàm số ẩn xác định bởi phương trình (3.4). Chẳng hạn phương trình 

x2 +y2 – a2 = 0




(3.5)

xác định hai hàm số ẩn 
[image: image1633.wmf]22

y = a+x

và 
[image: image1634.wmf]22

- y = a- x

trong khoảng –a ≤ x ≤a, vì  khi thế chúng vào phương trình (7.27) ta được đồng nhất thức
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Chú ý rằng không phải mọi hàm số ẩn đều có thể biểu diễn được dưới dạng y = f(x). Chẳng hạn, hàm số ẩn xác định bởi phương trình

xy – ex + ey = 0

không thể biểu diễn dưới dạng y = f(x). 

Người ta chứng minh được rằng nếu hàm số F(x,y) khả vi trừ một số điểm, hàm số y = f(x) khả vi. Lấy đạo hàm hai vế phương trình (3.4) theo x, công thức (3.2) cho ta.
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Do đó nếu F’y(x,y) ≠ 0, ta có
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(3.6)

Ví dụ 4. Tình y’ nếu x3 + y3 – 3axy = 0.

Vì F(x,y) = x3 + y3 – 3axy khả vi trên toàn 
[image: image1638.wmf]2
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nên theo công thức (3.6) ta có
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nếu y2 – ax ≠ 0.

Ví dụ 5: Tính y’ nếu xy – ex + ey = 0

Vì F(x,y) = xy – ex + ey khả vi trên 
[image: image1640.wmf]2
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· (Đọc thêm) Ta nói rằng hàm số hai biến số z = f(x,y) là hàm số ẩn xác định bởi phương trình 
F(x,y,z) = 0

(3.7)

nếu

F( x,y,f(x,y)) = 0

Với mọi (x,y) thuộc miền xác định của f. Cũng như trong trường hợp trước, nếu F(x,y,z) khả vi thì trừ tại một số điểm đặc biệt, hàm số f(x,y) khả vi. Lấy đạo hàm hai vế phương trình (3.7) đối với x và đối với y, ta được lần lượt:
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Do đó nếu 
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 Ta có
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  (3.8)

Ví dụ 6. Tính 
[image: image1645.wmf],
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nếu xyz = cos (x+y+z).

Vì F(x,y,z) = xyz – cos(x+y+z) khả vi trên 
[image: image1646.wmf]3
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 nên công thức (3.8) cho ta: 
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4.2.4. Cực trị của hàm hai biến số (Đọc thêm)

4.2.4.1. Định nghĩa. Ta nói rằng hàm số z = f(x,y) đạt cực trị tại điểm M0(x0,y0) nếu với mọi điểm M (x,y) khá gần M0 nhưng khác M0 hiệu f(M) – f(M0) có dấu không đổi: Nếu f(M) – f(M0) > 0 thì f(M0) là cực tiểu; nếu f(M) - f(M0) < 0 thì f(M0) là cực đại. Cực đại và cực tiểu được gọi chung là cực trị, điểm M0 được gọi là điểm cực trị.

Ví dụ 1. Hàm số z = x2 + y2 đạt cực tiểu tại (0,0) vì x2 + y2 > 0,
[image: image1648.wmf](x,y)(0,0)
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4.2.4.2. Điều kiện cần của cực trị

Định lí Nếu hàm số f(x,y) đạt cực trị tại điểm M0(x0,y0) và tại đó các đạo hàm riêng tồn tại thì 
[image: image1649.wmf]''
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(4.1)

Chứng minh: Vì f(x,y) đạt cực trị tại M0(x0,y0) nên nếu cố định y = y0 thì hàm số một biến số 
[image: image1650.wmf]0
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đạt cực trị tại x = x0. Vì đạo hàm riêng f’x(x0,y0) tồn tại, nó phải bằng 0 theo định lý Fermat. Cũng như vậy f’y(x0,y0) = 0.

Điều kiện (4.1) là điều kiện cần của cực trị, nó không là điều kiện đủ vì tại những điểm mà các đạo hàm riêng cấp một bằng 0 chưa chắc hàm số đạt cực trị. Tuy nhiên định lý 1.2 cho phép ta chỉ tìm cực trị tại những điểm ở đó các đạo hàm riêng cấp một đều bằng không, gọi là điểm dừng. 

4.1.4.3. Điều kiện đủ của cực trị

Ta thừa nhận kết quả sau:

Định lí Giả sử rằng M0(x0,y0) là một điểm dừng của hàm số f(x,y) và hàm số f(x,y) có đạo hàm riêng cấp hai ở lân cận điểm M0. Đặt 


[image: image1651.wmf]"""

xx00xy00yy00

r = f(x,y), s = f(x,y), t = f(x,y)


1) Nếu s2 – rt < 0 thì f(x,y) đạt cực trị tại M0. Đó là cực tiểu nếu r>0, là cực đại nếu r<0;

2) Nếu s2 – rt >0 thì f(x,y) không đạt cực trị tại M0;

3) Nếu s2 – rt = 0 thì chưa kết luận được f(x,y) đạt cực trị hay không đạt cực trị tại M0 ( trường hợp nghi ngờ) 

Ví dụ 2. Tìm cực trị của hàm số z = x2 + y2 + 4x – 2y + 8

Ta có

 
[image: image1652.wmf]''

xy

z= 2x + 4, z= 2y - 2


Tọa độ của điểm dừng là nghiệm của hệ


[image: image1653.wmf]2x + 4 = 0

2y - 2 = 0

ì

í

î


Vậy điểm dừng duy nhất là điểm (-2,1).

Vì 
[image: image1654.wmf]''''''2

xxxyyy

z= 2, z= 0, z= 2 nên s- rt = - 4 < 0,

còn r =2 >0, vậy hàm số đạt cực tiểu tại điểm (-2,1) và zmin = 22 + 12 + 4.(-2) - 2.1 + 8 = 3.

Nếu viết lại z = (x + 2)2 + (y - 1)2 + 3, ta thấy z = ≥ 3 
[image: image1655.wmf]2

 (x,y) ,

"Î

¡

đẳng thức xảy ra khi chỉ và khi x = -2, y = 1, ta thấy lại kết quả trên.

Ví dụ 3. Tìm cực trị của hàm số z = x3 + y3 - 3xy.

Ta có 
[image: image1656.wmf]'2'2

xy

z=3x-3y, z=3y-3x.


Tọa độ của điểm dừng là nghiệm của hệ 
[image: image1657.wmf]2
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x- y = 0

y- x = 0

ì
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Đó là một phương trình đối xứng. Thế y = x2 từ phương trình đầu vào phương trình sau, ta được

0 = x4 – x = x(x3 – 1) = x(x – 1)(x2 + x + 1).

Phương trình ấy có hai nghiệm x = 0, x = 1. Vậy có hai điểm dừng M0(0,0), M0 (1,1). Vì 
[image: image1658.wmf]"""
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z= 6x, z= -3, z= 6y

nên tại M0 (0,0) ta có s2 – rt = 9 >0, điểm M0 không là điểm cực trị. Tại M1(1,1) ta có s2 – rt = 9 – 36 = -27 < 0, r = 6>0, M1 là điểm cực tiểu, zmin = 1+1-3 = -1.

Ví dụ 4. Tìm cực trị của hàm số z = x3 + y3. 

Ta có 
[image: image1659.wmf]'2'2

xy

z=3x, z = 3y

, vậy chỉ có một điểm dừng M0 (0,0). Vì 
[image: image1660.wmf]"""
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z= 6x, z= 0, z= 6y,

nên tại M0 ta có s2 – rt = 0. Vậy chưa kết luận ngay được. Chú ý rằng z(M0) = z(0,0) = 0, z(x,y) – z(0,0) = x3 + y3. Hiệu ấy dương nếu điểm M(x,y) nằm trong góc phần tư thứ nhất, âm nếu M nằm trong góc phần tư thứ ba. Do đó dấu của hiệu z(M) – z(M0) thay đổi ở lân cận điểm M0 (hình 4.21) nên M0 không là điểm cực trị.


Hình 4.21

Ví dụ 5: Tìm khoảng cách ngắn nhất từ điểm (1,-2, 0) đến mặt phẳng 3x – 2y + z = 1.

Khoảng cách từ điểm (1,-2,0) đến điểm (x,y,z) bằng


[image: image1661.wmf]222

d(x-1)+ (y+2)+ z

=


Vì điểm cực trị của d trùng với điểm cực trị của d2, ta tìm cực trị của

d2 = (x – 1)2 + (y +2)2 +z2 : = f(x,y,z). 


(4.2)

Vì điểm (x,y,z) nằm trên mặt phẳng 3x – 2y + z = 1 nên các biến số trong (4.2) thỏa mãn điều kiện 

3x – 2y + z = 1.

(4.3)
Thế z = 1 – 3z + 2y rút từ (4.3) thay vào (4.2 )ta được

d2 = (x – 1)2 + (y +2)2 + (1- 3x + 2y)2 := F(x,y).

Bài toán trở thành tìm cực tiểu của hàm số hai biến số F(x,y). Ta có 


[image: image1662.wmf]'

x
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y

F= 2(x - 1) - 6(1 - 3x + 2y) = 4(5x - 3y

 - 2),

F= 2(y + 2) +4(1 - 3x + 2y) = 2(-6x + 5y

 +4).


Tọa độ của điểm dừng là nghiệm của hệ phương trình


[image: image1663.wmf]5x - 3y - 2 = 0

- 6x + 5y + 4 = 0

ì
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Giải hệ trên, ta được một điểm dừng duy nhất là 
[image: image1664.wmf]28
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. Vì 
[image: image1665.wmf]"""
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F= 20, F= -12, F= 10

 nên s2 – rt = 144 – 200 = -56 < 0, r = 20 > 0 nên M0 là điểm cực tiểu. Hơn nữa ta biết rằng trên mặt phẳng 3x – 2y + z = 1 có một điểm mà khoảng cách tới điểm A(1, -2, 0) bé nhất, đó là chân của đường vuông góc hạ từ A xuống mặt phẳng đó. Khoảng cách đó là 


[image: image1666.wmf]222

d(x - 1)+ (y + 2)+ (1 - 3x  + 2y)

=


   
[image: image1667.wmf]222
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Chú Thích. Cực trị của hàm số ba biến số (4.2), trong đó các biến số x, y, z thỏa mãn điều kiện (4.3) gọi là cực trị có điều kiện (hay cực trị tương đối). Trong ví dụ 5 ta đã thấy bài toán tìm cực trị có điều kiện của hàm số ba biến số f(x,y,z) vào điều kiện z = 
[image: image1668.wmf]φ (x,y)

được đưa về bài toán tìm cực trị của hàm số hai biến số f(x,y,
[image: image1669.wmf]φ (x,y)

): = F(x,y).

Cũng vậy, bài toán tìm cực trị tương đối của hàm số hai biến số f(x,y) với điều kiện y =  
[image: image1670.wmf]φ(x)

được đưa về bài toán tìm cực trị của hàm số một biến số f(x, 
[image: image1671.wmf]φ(x)

: F = (x).

Ví dụ 6: Trong các hình chữ nhật nội tiếp trong hình tròn bán kính R, hình nào có diện tích lớn nhất.

Gọi x, y là chiều dài hai cạnh của hình chữ nhật. Diện tích của hình chữ nhật là S = xy. Vì hình chữ nhật nội tiếp trong hình tròn bán kính R nên theo định lý Pythagore, ta có x2 + y2 = 4R2( hình 4.2). Vậy ta cần tìm cực đại của hàm số
S = xy

(4.4)
Với điều kiện
x2 + y2 = 4R2

(4.5)







Hình 4.22
Vì x >0, y >0 nên từ (4.5) rút ra

y = 
[image: image1672.wmf]22

4R- x

, y có nghĩa khi x2 ≤ 4R2 
[image: image1673.wmf]Û

x ≤ 2R. Vậy cần tìm cực đại của hàm số một biến số
S = 
[image: image1674.wmf]22

x4R- x,0x2R

££

.

Ta có 


[image: image1675.wmf]222
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dSx2(2x)

=4R-x,

dx

4R-x4R-x

R

-
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[image: image1676.wmf]dS

0

dx

=

khi x  = 
[image: image1677.wmf]R2

. Từ bảng biến thiên
	x
	   0                          
[image: image1678.wmf]R2

               2R



	
[image: image1679.wmf]dS

dx


	+             0           -                        

	S
	                             2R2 

       0
	         0


Ta thấy S đạt cực đại khi x =
[image: image1680.wmf]R2

, khi đó y = 
[image: image1681.wmf]R2

. Vậy hình chữ nhật nội tiếp trong hình tròn có diện tích lớn nhất khi nó là hình vuông
Chú Thích: * Ta có thể tham số hóa điều kiện (7.38) bằng cách đặt x = 2Rcost, y = 2 Rsint, 
0 
[image: image1682.wmf]π

t

2
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 vì x > 0, y > 0. Khi đó 
S = 4 R2 sint cost  = 2R2 sint2t,

nó đạt giá trị lớn nhất khi sin2t = 1
[image: image1683.wmf]π

t =x = y
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. Ta đi đến kết quả nhanh hơn.

*Theo bất đẳng thức Cauchy, 
[image: image1684.wmf]22

x+y

xy

2

£

, dấu bằng xảy khi x = y. Do đó nếu dùng bất đẳng thức ấy ta được ngay kết quả.
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BÀI TẬP
Bài 1: Tìm miền xác định của các hàm số


a) 
[image: image1685.wmf]f(x,y)=x+y

 
b) 
[image: image1686.wmf]22

f(x,y)=25-x-y


c) 
[image: image1687.wmf]2

f(x,y)=ln(x+6y)


Bài 2: Tìm giới hạn


a) 
[image: image1688.wmf]32

(x;y)(1;2)

lim(2x-4xy+5y)

®-


b)
[image: image1689.wmf]224

2
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x+2xy+y

1+y

x1

lim
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c)
[image: image1690.wmf]22

22

sin(x+y)

x+y

x0

y0

lim

®
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d)
[image: image1691.wmf]y0
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x0

x-y

lim(.xy)

x+y
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Bài 3: Tìm đạo hàm riêng của hàm số tại điểm đã cho


a)
[image: image1692.wmf]422

f(x;y)=x-6x-3xy+17

 tại (-1;2)


b)
[image: image1693.wmf]22

f(x;y)=4x+y

 tại (2;-3)

Bài 4: Tìm đạo hàm riêng của các hàm số


a)
[image: image1694.wmf]x+a

y

f(x;y)=lnsin


g) f (x,y) = ln (x + lny)

b)
[image: image1695.wmf]x

y

f(x,y)=lntg



h) f (x,y) = x2 sin
[image: image1696.wmf]x

y

 

c)
[image: image1697.wmf]22

f(x;y)=ln(x+x+y)


k) f (x,y) = 
[image: image1698.wmf]3

y

x

(x>0)

d)
[image: image1699.wmf]y

f(x;y)=x



i) f ( x,y) = y2 sin 
[image: image1700.wmf]x

y

 

e)
[image: image1701.wmf]xy

f(x;y;z)=z



       f)
[image: image1702.wmf]222

f(x;y;z)=x+y+z


Bài 5: Tìm 
[image: image1703.wmf]ω
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 và 
[image: image1704.wmf]ω
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 nếu


a)
[image: image1705.wmf]2
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ω=-;x=u;y=u.v

xyy


       b)
[image: image1706.wmf]x

ω=;x=u+v;y=u-v-1
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[image: image1707.wmf]
Bài 6: Tìm 
[image: image1708.wmf]dy

dx

 của
[image: image1709.wmf]

a)
[image: image1710.wmf]3223

x+4xy-3xy+2y+5=0



b)
[image: image1711.wmf]222

x+y+sin(xy)0

=


Bài 7: Cho 
[image: image1712.wmf]z=f(x;y);x=rcos

θ;rsinθ

y

=


a) Chứng tỏ rằng





[image: image1713.wmf]
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b) Chứng tỏ rằng 
[image: image1715.wmf]2
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Bài 8: Tìm cực trị của các hàm số 
a) Z= 4(x - y)- x2 - y2


b) Z = x2 + xy + y2 +x – y + 1

c) Z = x + y – xey


d) Z = 2x4 + y4 – x2 - 2y2





Bài 9: Tìm đạo hàm riêng cấp hai của các hàm số 
a) 
[image: image1716.wmf]223

1

(x+y)

3

Z

=




b) 
[image: image1717.wmf]y

Z = arctg 

x


c) 
[image: image1718.wmf]22

Z = ln(x+x+y)




d) 
[image: image1719.wmf]2

Z = x ln(x + y)
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BÀI TẬP CHƯƠNG 4
Bài 1: Tính các tích phân sau:

a) 
[image: image1720.wmf]5

0

xdx

1+3x

ò

;

b) 
[image: image1721.wmf]π

2

0

dx

2+cosx

ò

; 

c) 
[image: image1722.wmf]a7

3

3

22

0

xdx

a+x

ò


d) 
[image: image1723.wmf]π

3

2

π

4

xdx

sinx

ò

;

e) 
[image: image1724.wmf]π

6

0

x

sindx

2

ò

; 

f) 
[image: image1725.wmf]ln2

x

0

e-1.dx

ò


g) 
[image: image1726.wmf]1

x

x-x

0

edx

e+e

ò

; 
h) 
[image: image1727.wmf]π

4

0

ln(1+tgx)dx

ò

;

i) 
[image: image1728.wmf]π

4

3

0

xsinx

dx

cosx

ò


k) 
[image: image1729.wmf]π

2

2

0

dx

1

1+sinx

6

ò

;
l) 
[image: image1730.wmf]3

3

22

1

(x+1)dx

x4-x

ò

;

m) 
[image: image1731.wmf]2

3

1

dx

x+x

ò


Bài 2: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
[image: image1732.wmf]2

y=6x+5x-2

; 
[image: image1733.wmf]2

y=5x+2x+2


Bài 3: Tính thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đuờng:

a) 
[image: image1734.wmf]y=sinx

, 
[image: image1735.wmf]y0

=

, 
[image: image1736.wmf]x0

=

, 
[image: image1737.wmf]π

x=
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 quay quanh truc ox
b) 
[image: image1738.wmf]2

y=9-x

, 
[image: image1739.wmf]x=0

 quay quanh trục oy
Bài 4: Tính đạo hàm riêng của hàm số tại điểm đã cho

a) 
[image: image1740.wmf]5234

f(x;y)=x+7xy-8xy+6y+5

 tại (1;-2)

b) 
[image: image1741.wmf](

)

22

f(x;y)=lnx+x+y

  tại (1;3)
Bài 5: Tìm đạo hàm riêng của các hàm số

a) 
[image: image1742.wmf]33

22

x+y

f(x;y)=

x+y

;

b) 
[image: image1743.wmf]2

x

f(x;y)=ysin

y

;

c) 
[image: image1744.wmf]f(x;y)=ln(y+lnx)


d) 
[image: image1745.wmf]xy

f(x;y)=e.cosx.siny

;
e) 
[image: image1746.wmf]3

y

f(x;y)=x,(x0)

>

;
f) 
[image: image1747.wmf]22

22

x+y-x

f(x;y)=ln

x+y+x

;

g)
[image: image1748.wmf]z

y

f(x,y,z)=x

, 
[image: image1749.wmf](x0,y0)

>>

h) 
[image: image1750.wmf]y

f(x,y,z)=z.sin

x+z

;
i) 
[image: image1751.wmf]222

1

x+y+z

f(x,y,z)=e


Bài 6: Tìm đạo hàm riêng cấp hai của các hàm số sau: 
Z = x.cos (x2+y2)


b)
[image: image1752.wmf]22

x+y

Z = e


CHƯƠNG 5: TÍCH PHÂN KÉP, TÍCH PHÂN ĐƯỜNG
Trên cơ sở kiến thức ”Tích phân”; Hàm nhiều biến chương 5 trình bày kiến thức về tích phân kép và tích phân đường, để củng cố kiến thức cơ sở, khắc sâu bản chất việc tính tích phân kép và tính tích phân đường giúp sinh viên xác định được các loại tích phân và tính được tích phân kép, tích phân đường.
§ 5.1 TÍCH PHÂN KÉP

5.1.1. Tích phân phụ thuộc tham số. (Đọc thêm)
5.1.1.1. Trường hợp tích phân xác định

Xét tích phân xác định phụ thuộc tham số y
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Trong đó hàm số f(x,y) xác định trên (a,b( x (c,d( sao cho f(x,y) khả tích theo x trên (a,b( với mọi y ( (c,d(. Rõ ràng tích phân ấy phụ thuộc vào tham số y.
Sau đây là một số tính chất ấy:

· Định lí 1 Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên (a,b( x (c,d( thì:


I(y) là một hàm số liên tục của y trên (c,d(.

· Định lí 2  Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên (a,b( x (c,d( thì:
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(1.2/)    
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· Định lí 3  Giả sử hàm số f(x,y) liên tục theo x trên (a,b( với mọi y không đổi trong (c,d( và giả sử đạo hàm riêng 
[image: image1756.wmf](
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 liên tục trên (a,b( x (c,d(. Khi đó ta có:
(1.3)
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Ví dụ:
Tính 
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Vì 
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Theo định lí 1.2 ta có:
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Chú ý: Bây giờ xét tích phân xác định phụ thuộc tham số y sau đây:

(1.4)
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Trong đó hàm số f(x,y) xác định trên (a,b( x (c,d(, các hàm số a(y), b(y) xác định trên (c,d( và thỏa mãn



(1.5)
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Có thể chứng minh được kết quả như sau:

· Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên (a,b( x (c,d(, các hàm số a(y), b(y) liên tục trên (c,d( và thoã mãn điều kiện (1.5) thì I(y) là hàm số liên tục đối với y trên (c,d(.
· Nếu ngoài ra hàm số f(x,y) có đạo hàm riêng f/y(x;y)  liên tục trên (a,b( x (c,d( và nếu các hàm số a(y), b(y) khả vi trên [c,d( thì hàm số I(y) khả vi theo      y ( (c,d( và ta có:

(1.6)
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5.1.1.2. Trường hợp tích phân suy rộng

Xét tích phân suy rộng phụ thuộc hàm số y



(1.7)
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Trong đó hàm số f(x,y) xác định trên [a, +() x [c,d] sao cho tích phân suy rộng (1.7) hội tụ với mọi ( y ( (c,d(
Các khái niệm và kết quả trình bày ở đây cũng có thể áp dụng một cách Thích hợp cho tích phân suy rộng 
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Ở đây ta gặp tình huống tương tự khi khảo sát các chuỗi hàm số. Chẳng hạn, điều kiện f(x,y) liên tục chưa đủ để I(y) liên tục theo y .

· Khái niệm tích phân suy rộng hội tụ đều:

Trước hết ta nhắc lại rằng tích phân suy rộng (1.7) hội tụ nếu
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Số ( nói chung phụ thuộc ( và y ( [c,d]. Ta nói rằng tích phân suy rộng (1.7) hội tụ đều đối với y ( [c,d] nếu
(( ( 0, 
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Định lí sau cho ta một điều kiện đủ để tích phân suy rộng (1.7) hội tụ đều đối với y.
· Định lí   Nếu ta có ((x,y) ( [a, +() x [c,d], 
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 hội tụ thì tích phân suy rộng (1.7) hội tụ đều đối với y ( [c,d]

Ví dụ:

Tích phân suy rộng 
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· Tính chất của tích phân suy rộng hội tụ đều:

* Định lí 1:  Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên [a, +() x [c,d] và nếu tích phân suy rộng (1.7) hội tụ đều đối với y ( [c,d] thì I(y) là một hàm số liên tục trên [c,d].

* Định lí 2: Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên [a, +() x [c,d] và nếu tích phân suy rộng (1.7) hội tụ đều đối với y ( [c,d] thì ta có:



(1.8)
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(Định lý lấy tích phân dưới dấu tích phân)

* Định lý 3 Giả sử f(x,y) xác định trên [a, +() x [c,d] sao cho hàm số f(x,y) liên tục đối với x trên [a, +() với mọi y không đổi thuộc [c,d] và 
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Nếu tích phân suy rộng (1.7) hội tụ và nếu tích phân 
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(1.9)
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(Định lí lấy đạo hàm dưới dấu tích phân)

Ví dụ:

Xét hàm số 
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5.1.2. Tích phân kép

5.1.2.1. Khái niệm tích phân kép
· Bài toán thể tích của vật thể hình trụ
Giả sử Z = f(x,y) là một hàm số xác định liên tục, không âm trong một miền D đóng, bị chặn, có biên L trong mặt phẳng Oxy. Hãy tính thể tích của vật thể hình trụ giới hạn bởi mặt phẳng Oxy, mặt Z = f(x,y) và mặt trụ có đường sinh song song với Oz tựa trên L.
· Định nghĩa tích phân kép:

Cho hàm số f(x,y) xác định trong một miền đóng, bị chặn D. Chia miền D một cách tuỳ ý thành n mảnh nhỏ. Gọi các mảnh nhỏ đó và cả diện tích của chúng là (s1, (s2, (s3, …… (sn. Trong mỗi mảnh (si, lấy một điểm tuỳ ý Mi (xi, yi). Tổng 
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 được gọi là tổng tích phân của hàm số f(x,y) trong miền D.

Nếu khi n ( ( sao cho maxd di ( 0 mà In dần tới một giới hạn xác định I, không phụ thuộc vào cách chia miền D và cách lấy điểm Mi trong mỗi mảnh (si, thì giới hạn ấy được gọi tích phân kép của hàm số f(x,y) trong miền D và được ký hiệu là:

(1.10)
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D được gọi là miền lấy tích phân, f được gọi là hàm dưới dấu tích phân, ds được gọi là yếu tố diện tích. Nếu tích phân (1.10) tồn tại, ta nói rằng hàm số f(x,y) khả tích trong miền D.

Người ta chứng minh được rằng, nếu hàm số f(x,y) liên tục trong miền bị chặn, đóng D thì nó khả tích trong miền ấy. Nếu f(x,y) liên tục không âm ((x,y) ( D thì tích phân kép (1.10) bằng thể tích vật thể hình trụ xét ở trên.

Vậy:
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Nếu f(x,y) ( 1, ((x,y) ( D thì tích phân kép (1.10) bằng diện tích S của miền D.





[image: image1793.wmf]S

=

ò

ò

D

ds


Chú ý: Vì tích phân kép không phụ thuộc cách chia miền D thành các mảnh nhỏ như đã nêu trong định nghĩa, ta có thể chia D, bởi hai họ đường thẳng song song với các trục toạ độ .
Do đó ds = dxdy và có thể viết
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· Tích chất của tích phân kép:

1) 
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2) 
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3) Nếu miền D có thể chia thành 2 miền D1, D2 không dẫm lên nhau thì: 
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4) Nếu f(x,y) ( g(x,y), ((x,y) ( D thì 
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5) Nếu m ( f(x,y) ( M, ((x,y) ( D, m và M là hằng số, thì 
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, S là diện tích của miền D.

6) Nếu f(x,y) liên tục trong miền đóng, bị chặn D, thì trong D có ít nhất một điểm 
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, S là diện tích của miền D. (Định lý về giá trị trung bình)

· Điều kiện khả tích
Đặt 
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Theo thứ tự gọi là tổng Darboux dưới, tổng Darboux trên của hàm số f ứng với cách chia miền D, cũng như đối với hàm số một biến, nếu phép chia miền D trở nên mịn hơn (tức là mỗi mảnh của ghép chia sau đều nằm trong một mảnh nào đó của phép chia trước) thì s tăng lên, ( giảm xuống

Đặt I* = sup{s} , I* = inf{(} 
Ta có s ( I* ( I* ( (
Định lý Điều kiện cần và đủ để hàm số f(x,y) khả tích trên miền D là:
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Hệ quả: Nếu hàm số f(x,y) liên tục trong miền bị chặn, đóng D thì nó khả tích trong miền ấy.
5.1.2.2. Cách tính tích phân kép trong hệ toạ độ Đề - các - tơ (Descartes)
· Miền lấy tích phân là hình chữ nhật có các cạnh song song với các trục toạ độ

Định lí 1 (Fubini)

Giả sử D = [a,b] x [c,d] và giả sử f : D ( R là hàm số khả tích trên D. Khi ấy:

a)  Nếu (x ( [a,b], hàm số y ( f(x,y) khả tích trên [c,d] thì hàm số x ( I(x) = 
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(1.11)    
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b)  Nếu (y ( [c,d], hàm số x ( f(x,y) khả tích trên [a,b] thì hàm số y ( J(y) = 
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 khả tích trên [c,d] và

(1.12)
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Hệ quả:  Nếu f(x,y) liên tục trên D = [a,b] x [c,d] thì 

(1.13)    
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(công thức đổi thứ tự tích phân)

Ví dụ:


Tính 
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Vì 
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Chú ý: Nếu f(x,y) = f1 (x)f2 (y), ta có:
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· Miền lấy tích phân là miền bất kì bị chặn
* Định lí 2: Giả sử D = { (x,y) : a ( x ( b, y1 (x) ( y (  y2 (x)}; y1 và y2 là hai hàm số khả tích trên [a,b]; y1 (x) ( y2 (x), (x ( [a,b]. Giả sử f là một hàm số khả tích trên D. Nếu (x ( [a,b], hàm số y ( f(x,y) khả tích trên đoạn  [y1 (x),y2 (x)] thì hàm số x ( I(x) = 
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Hình 5.1
Hệ Quả: Giả sử D = { (x,y) : a ( x ( b, y1 (x) ( y (  y2 (x)}; y1 và y2 là hai hàm số liên tục trên [a,b].
Nếu f là một hàm số liên tục trên D thì ta có:
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* Định lí 3:  Giả sử D = { (x,y) : c ( y ( d, x1 (y) ( x (  x2 (y)}; x1 và x2 là hai hàm số khả tích trên [c,d]; x1 (y) ( x2 (y), (y ( [c,d].

Giả sử f là một hàm số khả tích trên D.
Nếu (y ( [c,d], hàm số x ( f(x,y) khả tích trên đoạn [x1 (y),x2 (y)] thì hàm số y ( J(y) = 
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 khả tích trên đoạn [c,d] và ta có:
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Hệ quả: Giả sử D = { (x,y) : c ( y ( d, x1 (y) ( x (  x2 (y)}, x1 và x2 là hai hàm số liên tục trên [c,d]






Hình 5.2
  Nếu f là một hàm số liên tục trên D thì ta có
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Chú ý: Ta có công thức đổi thứ tự tích phân:
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Ví dụ 1:
Hãy xác định các cận tích phân khi tính 
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, trong đó D là miền giới hạn bởi các đường 
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. Miền D được xác định bởi 
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, do đó:
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        Hình 5.3
Nếu đổi thứ tự tích phân, ta nên chia D thành hai miền D1 và D2; D1 được xác định bởi 
[image: image1827.wmf]11
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 còn D2 được xác định bởi  1 ( y ( 2, y ( x ( 2.

Do đó: 
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Rõ ràng cách tính thứ nhất đơn giản hơn..
Từ ví dụ này, ta thấy khi tính tích phân kép, cần chọn thứ tự tích phân sao cho cách tính đơn giản hơn.

Ví dụ 2: 

Tính  
[image: image1829.wmf](
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. Trong đó D là miền giới hạn bởi y = x, y = x + 1, y = 1, y = 3. 

Đáp số: I = 14
5.1.2.3. Đổi biến số trong tính tích phân kép
· Công thức biến đổi trong tích phân kép:
Xét tích phân kép: 
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Trong đó f(x,y) liên tục trên D

Thực hiện ghép đổi biến số:



(1.17)
 x = x(u,v), y = y(u,v)

Giả sử rằng:

1) x(u,v), y(u,v) là những hàm số liên tục và có các đạo hàm riêng liên tục trong một miền đóng D/ của mặt phẳng O/uv;

2) Các công thức (1.17) xác định một song ánh từ miền D/ lên miền D của mặt phẳng Oxy

3) Định thức Jacobi
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Khi đó ta có công thức:
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Chú ý: Công thức (1.18) vẫn còn đúng khi định thức J = 0 tại một số điểm trong D.
Ví dụ:
Tính 
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, D là miền giới hạn bởi các đường y = –x,  y = – x + 3, y = 2x + 1, y = 2x – 1. 


Hình 5.4




   Hình 5.5
Thực hiện phép đổi biến số: 
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Đó là một ánh xạ tuyến tính từ 
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Định thức của ma trận của ánh xạ ấy là:


[image: image1837.wmf] 

11

 = 3  0

-21

¹


Ánh xạ ấy là một song ánh biến miền D lên hình chữ nhật D/ giới hạn bởi các đường u = 0, u = 3, v = – 1, v = 1, vì 
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nên áp dụng công thức (1.18) ta được.
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· Tính tích phân kép trong hệ toạ độ cực.
* Hệ tọa độ cực
* Trong mặt phẳng chọn một điểm O cố định, gọi là cực và một vectơ  đơn vị 
[image: image1841.wmf]OP

, tia mang vectơ 
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 gọi là trục cực; hệ tọa độ xác định bởi cực và trục cực được gọi là hệ tọa độ cực.
Vị trí của mỗi điểm M trong mặt phẳng được xác định bởi vecto 
[image: image1843.wmf]OM
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[image: image1845.wmf]φ
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ngược chiều kim đồng hồ và lấy giá trị âm nếu ngược lại. Nếu  
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) được gọi là các tọa độ cực của điểm M trong mặt phẳng. Bằng cách xây dưng như thế, ta đã thiết lập một song ánh giữa tập tích Đề các 
[image: image1850.wmf][

)

[

)

0,2

π0,

´¥

 và các điểm trong mặt phẳng tọa độ cực: mỗi điểm M trong mặt phẳng ứng với một cặp số thứ tự (r,
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); riêng điểm O thì r = 0 còn 
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có thể lấy tùy ý; và mỗi cặp số thứ tự (r, 
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Bây giờ ta tìm mối liên hệ giữa tọa độ Đề các vuông góc và tọa độ cực của cùng một điểm M; ta lấy trục hoành trùng với trục cực và trục tung ứng với tia
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) lần lượt là tọa độ của cùng một điểm M trong hệ tọa độ Đề các vuông góc và hệ tọa độ cực. Khi đó, theo các định lí về phép chiếu vuông góc ta có: 

(a) 
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Ngược lại, ta có:
(b)r2=x2+y2; tg
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Trong công thức (b) có hai góc 
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 tương ứng (vì 
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) ta sẽ lấy góc 
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 sao cho sin
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 cùng dấu với y vì y = rsin
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* Công thức liện hệ giữa các toạ độ Đề các (x,y) và toạ độ cực (r,() của cùng một điểm là:


x = rcos( , y = rsin(
Nếu r > 0, 0 ( ( < 2( thì các công thức ấy xác định một song ánh giữa các toạ độ Đề các và toạ độ cực. Riêng điểm gốc toạ độ có r = 0 và ( tuỳ ý.
Xem các công thức trên như một phép đổi biến số, ta có:
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Theo chú ý ở trên công thức (1.19/) vẫn đúng trong trường hợp miền D chứa gốc 0. Nếu miền D được xác định bởi ( ( ( ( (, r1(() ( r ( r2(() ta được:

  
[image: image1866.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

1

r

φ

Dr

φ

fx,ydxdy =dfrcos

φ,rsinφ rdr

b

a

j

òòòò


Đó là công thức tính tích phân kép trong toạ độ cực.







Hình 5.6

Chú ý 1: Cũng có thể tính yếu tố diện tích ds trong hệ toạ độ cực như sau. Chia miền D thành các mảnh nhỏ bởi các đường tròn đồng tâm r = h (h không đổi) và các tia ( = k (k không đổi). Xem mỗi mảnh nhỏ xấp xỉ như một hình chữ nhật có kích thước là dr và rd(, do đó dS = rdrd(.





Hình 5.7
Chú ý 2: Nếu gốc O nằm trên biên của D ( Hình 5.8)
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Hình 5.8

Chú ý 3: Nếu gốc O nằm trong miền D và mọi tia xuất phát từ O đều cắt biên của miền D tại một điểm có bán kính véctơ là r(() thì:
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Ví dụ: 
Tính 
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D là một phần tư hình tròn đơn vị nằm trong góc phần tư thứ nhất.

Hình 5.9

Chuyển sang toạ cực, biểu thức dưới dấu tích phân được viết là 
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Do đó : 
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5.1.2.4. Ứng dụng hình học của tích phân kép

· Tính thể tích của vật thể

Thể tích của vật thể hình trụ mà mặt xung quanh là mặt trụ có đường sinh song song với OZ, đáy là miền D trong mặt phẳng Oxy , phía trên giới hạn bởi mặt cong 
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 , và liên tục trên D được cho bởi công thức:
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Ví dụ: Tính thể tích V của vật thể giới hạn bởi các mặt phẳng x = 0, y = 0,      
   z = 0, x + y = 1 và mặt z = x2 + xy + 1.

Đó là một vật thể hình trụ mà đáy là miền D giới hạn bởi các đường x = 0,         
y = 0, x + y = 1

Trên  D ta có z ( 0, vậy:









Hình 5.10
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· Tính diện tích hình phẳng:

Diện tích S của hình phẳng D được cho bởi công thức:
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Ví dụ: Tính diện tích S của hình giới hạn bởi đường 

( x2 + y2 )2 = 2a2 (x2 – y2)
Chuyển sang toạ độ cực, đường cong đó có phương trình là r2 = 2a2cos2(, đó là đường lem-nix-cat
Hình 5.11
Vì tính đối xứng ta tính diện tích của miền D được đánh dấu trong hình vẽ trên, diện tích ấy bằng 
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Miền D ấy được xác định bởi 
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Do đó
S = 2a2
· Diện tích mặt: 

Một mặt giới hạn bởi một đường kín. Phương trình của mặt z = f(x,y). D là hình chiếu của mặt lên mặt phẳng oxy. Ta có diện tích ( của mặt là: 
(Đặt 
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 liên tục trên D).
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Ví dụ: Tính diện tích của phần mặt cầu x2 + y2 + z2 = 4 nằm bên trong mặt trụ x2 + y2  = 2x. Vì lý do đối xứng, chỉ cần xét phần của mặt nằm trong góc phần tám thứ nhất. Khi đó:
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Do đó :
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Trong đó D là nửa mặt tròn x2 + y2 – 2x ( 0, y ( 0
Chuyển sang toạ độ cực, ta được:
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5.1.2.5. Ứng dụng cơ học của tích phân kép (Đọc thêm)

· Tính khối lượng của bản phẳng không đồng chất:

Cho một bản phẳng chiếm một miền trong D trong mặt phẳng Oxy, giả sử cho biết khối lượng riêng của bản là một hàm số liên tục 
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Giới hạn m (nếu có) của tổng đó khi n ( ( sao cho max di ( 0 (di là đường kính của 
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Ví dụ: Tính khối lượng của bản phẳng choán miền D xác định bởi 
[image: image1892.wmf]222
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Theo công thức (1.22) ta có: 
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Chuyển sang toạ độ cực, miền D/ được xác định bởi 
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· Mômen quán tính của bản phẳng:

Theo định nghĩa mômen quán tính của một chất điểm có khối lượng m đặt tại điểm P(x,y) đối với trục Ox, đối với trục Oy và đối với góc toạ độ theo thứ tự là:
(1.23) Ix = my2
Iy = mx2
IO = m (x2 + y2)

Bây giờ xét một bản phẳng choán một miền D trong mặt phẳng Oxy và có khối lượng riêng
[image: image1897.wmf]r

(x,y)với
[image: image1898.wmf]r

(x,y) là một hàm số liên tục trên D. Dựa vào các công thức (1.23) và định nghĩa của tích phân kép, ta có các công thức sau đây để tính mômen quán tính của bản phẳng đối với trục Ox, đối với trục Oy và đối với góc toạ độ:
(1.24)

[image: image1899.wmf](
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Ví dụ: Tính mômen quán tính đối với gốc toạ độ của miền tròn D xác định bởi miền tròn 
[image: image1900.wmf]22
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biết khối lượng riêng
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Ta có:
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Chuyển sang toạ độ cực, miền D/ được xác định bởi: 
[image: image1903.wmf]ππ
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Vậy 
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· Trọng tâm của bản phẳng:

Cho một hệ gồm n chất điểm có khối lượng m1,m2,…,mn đặt tại các điểm P1(x1,y1), P2(x2,y2), …, Pn(xn,yn). Khi đó trọng tâm G của hệ có các toạ độ cho bởi công thức:



[image: image1905.wmf](
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Bây giờ xét một bản phẳng D trong mặt phẳng Oxy, nếu khối lượng riêng của nó là một hàm số liên tục  thì các toạ độ của trọng tâm G của nó được tính bởi công thức:
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Nếu nếu bản đồng chất thì không đổi, do đó:




[image: image1907.wmf](
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Trong đó S là diện tích của miền D

Ví dụ: Xác định trọng tâm G của một bản đồng chất xác định bởi:




[image: image1908.wmf]22
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Gọi D là miền choán bởi bản đó. Đó là một phần tử hình tròn. Vì lý do đó đối xứng, ta có xG = yG
Dùng công thức (1.27) để tính yG. Vì 
[image: image1909.wmf]π
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Vậy:

[image: image1911.wmf]GG
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1. Tính các tích phân
a) 
[image: image1912.wmf](
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2. Đổi thứ tự tích phân trong các tích phân sau:

a) 
[image: image1914.wmf](
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b) 
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3. Tính 
[image: image1916.wmf](
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 , miền D được xác định bởi x ( 1 , y ( 1 , x + y ( 3

4. Tính 
[image: image1917.wmf](
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 , D là miền giới hạn bởi các đường y = x2 và x = y2
5. Tính 
[image: image1918.wmf](

)

D

x-ydxdy
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,D là miền giới hạn bởi các đường y = 2 – x2,y = 2x – 1

6. Tính 
[image: image1919.wmf](
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 , D là miền giới hạn bởi đường x2 + y2 – x = 0

7. Tính
[image: image1920.wmf]2
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 D là miền giới hạn bởi các đường y = x ,
[image: image1921.wmf]1
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8. Tính  
[image: image1922.wmf]2
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, D là miền giới hạn bởi:

a) Các đường tròn x2 + y2 = a2, x2 + y2 = 4a2

a ( 0

b) Đường hoa hồng bốn cánh r = asin2(


a ( 0

9. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường:

a) x = 4y – y2
,
x + y
 = 6

b) y2 = x3

,
y2 = 8(6-x)2
10. Tính thể tích của vật thể giới hạn bởi các mặt: z = x2 + y2 , z = x + y
§ 5.2 TÍCH PHÂN ĐƯỜNG

5.2.1. Tích Phân đường loại một:

5.2.1.1. Định nghĩa:

Cho hàm số  f(M) = f(x,y) xác định trên một cung phẳng 
[image: image1923.wmf]»

AB

chia cung 
[image: image1924.wmf]»
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 thành n cung nhỏ bởi các điểm A0 = A, A1,A2, …, An = B. Gọi độ dài cung  
[image: image1925.wmf]¼
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là (si. Trên cung 
[image: image1926.wmf]¼
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 lấy một điểm tuỳ ý Mi ((I, (i). Nếu khi n ( ( sao cho max (si ( 0, tổng 
[image: image1927.wmf](
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dần tới một giới hạn xác định, không phụ thuộc vào cách chia cung 
[image: image1928.wmf]»
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 và cách chọn điểm Mi trên cung 
[image: image1929.wmf]¼
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 thì giới hạn đó được gọi là tích phân đường loại một của hàm số f(x,y) dọc theo 
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cung  
[image: image1930.wmf]»
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 và được ký hiệu là 
[image: image1931.wmf](
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 . Nếu tích phân ấy tồn tại ta nói rằng hàm số f(x,y) là khả tích trên 
[image: image1932.wmf]»

AB


Nếu cung 
[image: image1933.wmf]»

AB

 được cho bởi phương trình y = f(x), x1 (  x ( x2, nó được gọi là trơn nếu hàm số x ( f(x) có đạo hàm liên tục trên [x1,x2]
Nếu cung 
[image: image1934.wmf]»

AB

 được cho bởi phương trình tham số x = x(t), y = y(t), t1 ( t ( t2, cung 
[image: image1935.wmf]»
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 trơn nếu các hàm số 
[image: image1936.wmf](
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có đạo hàm liên tục trên [t1,t2].

Người ta chứng minh được rằng nếu cung 
[image: image1937.wmf]»

B

A

 trơn và nếu hàm số f(x,y) liên tục trên 
[image: image1938.wmf]»

AB

 thì f(x,y) khả tích trên 
[image: image1939.wmf]»
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Trong tích phân đường loại một, người ta không để ý đến chiều trên cung 
[image: image1940.wmf]»

B

A


Nếu cung vật chất 
[image: image1941.wmf]»

AB

 có khối lượng riêng tại M(x,y) là  (x,y) thì khối lượng của cung 
[image: image1942.wmf]»
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 bằng 
[image: image1943.wmf](
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 khi tích phân ấy tồn tại. Chiều dài cung 
[image: image1944.wmf]»
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 được tính bằng 
[image: image1945.wmf]»
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Tích phân đường loại một có các tính chất giống tích phân xác định. Cung  
[image: image1946.wmf]»

AB

 được gọi là trơn từng khúc nếu nó gồm một số hữu hạn cung trơn.

Nếu cung 
[image: image1947.wmf]»

AB

 trơn từng khúc và nếu hàm số f(x,y) liên tục trên 
[image: image1948.wmf]»
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 thì f(x,y) cũng khả tích trên 
[image: image1949.wmf]»
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5.1.1.2. Cách tính:

Giả sử cung 
[image: image1950.wmf]»
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 trơn và được cho bởi phương trình y = y(x) , a ( x ( b và giả sử rằng hàm số f(x,y) liên tục trên 
[image: image1951.wmf]»
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Ta có:


[image: image1952.wmf](
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Ta đã đưa về tính tích phân đường loại một về tính tích phân xác định của hàm số một biến số,
Nếu cung 
[image: image1953.wmf]»

AB

 được cho bởi phương trình tham số: x = x(t), y = y(t),            
t1 ( t ( t2, thì vì 
[image: image1954.wmf](
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 nên từ công thức (2.1) ta suy ra: 
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Ví dụ: Tính 
[image: image1956.wmf]22
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L là đường tròn x2 + y2 = ax


           Hình 4.14
Phương trình của đường tròn có thể viết là 
[image: image1957.wmf]2
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 vì vậy phương trình tham số của nó là:
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Do đó:  
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5.2.1.3. Trường hợp đường lấy tích phân là một đường trong không gian:
Tích phân đường loại một của hàm số f(x;y;z) dọc theo một cung 
[image: image1962.wmf]»

AB

 trong không gian cũng được định nghĩa tương tự như trên.
Nếu cung 
[image: image1963.wmf]»

AB

 có phương trình tham số là: 

 x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) , t1 ( t ( t2
thì: 
[image: image1964.wmf](
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và ta có công thức: 
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5.2.1.4. Trọng tâm của cung đường:

Nếu khối lượng riêng của cung 
[image: image1966.wmf]»

AB

 tại M(x,y,z) là ((M) thì các toạ độ của trọng tâm G của cung 
[image: image1967.wmf]»
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 được cho bởi công thức:
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Trong đó 
[image: image1969.wmf](
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 là khối lượng của cung 
[image: image1970.wmf]»
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5.2.2. Tích phân đường loại hai:
5.2.2.1. Định Nghĩa

Cho hai hàm số P(x,y) , Q(x,y) xác định trên cung 
[image: image1971.wmf]»

AB

 chia cung 
[image: image1972.wmf]»
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 thành n cung nhỏ bởi các điểm Ao = A,A1,A2,…,An = B. Gọi hình chiếu của véctơ 
[image: image1973.wmf]i-1i
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 lên hai trục Ox, Oy là (xi , (yi ; Mi((I, (i) là một điểm tuỳ ý chọn trên cung 
[image: image1974.wmf]¼

i -1i

AA

. Nếu khi n ( ( sao cho max (xi ( 0 max (yi ( 0 tổng 
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dần tới một giới hạn xác định, không phụ thuộc cách chia cung
[image: image1976.wmf]»
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 và cách chọn điểm Mi trên cung 
[image: image1977.wmf]¼
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, thì giới hạn đó được gọi là tích phân đường loại hai của các hàm số P(x,y), Q(x,y), dọc theo cung
[image: image1978.wmf]»

AB

 và được ký hiệu là:
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Nếu cung 
[image: image1980.wmf]»
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 trơn và nếu các hàm số P(x,y), Q(x,y) liên tục trên 
[image: image1981.wmf]»

AB

 thì tích phân đường loại hai (2.6) tồn tại.
Chú ý:

*
[image: image1982.wmf](
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* Nếu đường lấy tích phân là một đường kín L, ta quy ước chọn chiều dương trên L là chiều sao cho một người đi dọc L theo chiều ấy sẽ thấy miền giới hạn bởi L gần mình nhất ở phía bên trái. Ta thường ký hiệu tích phân đường dọc theo đường cong kín L theo chiều dương là 
[image: image1983.wmf]L
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Tính chất: Tích phân đường loại hai có các tính chất như tích phân xác định
5.2.2.2. Cách tính:
Giả sử cung 
[image: image1984.wmf]»
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 trơn và được cho bởi phương trình tham số :

x = x(t) , y = y(t)

Các mút A, B ứng với giá trị tA, tB của tham số. Giả sử các hàm số P(x,y), Q(x,y) liên tục trên 
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. Ta có:
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Nếu cung được cho bởi phương trình y = y(x), a là hoành độ của A, b là hoành độ của B, ta có:

[image: image1987.wmf](
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Ví dụ 1:  Tính 
[image: image1988.wmf]L
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L là đường elip 
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Phương trình tham số của L là x = acost, y = bsint, 0 ( t ( 2(, chiều tăng  của t ứng với chiều dương của L. Ta có:

dx = -asintdt, dy = bcostdt , do đó
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Ví dụ 2:
Tính 
[image: image1991.wmf](
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, L là đường nối điểm (0,0) với điểm (1,1), nếu L là:

(1)    đường y = x

(2)    đường y = x2
(3)    đường 
[image: image1992.wmf]y = x


1. Trên đường y = x, ta có dy = dx, do đó 
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2. Trên đường y = x2 , ta códy = 2xdx, do đó:
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3. Trên đường 
[image: image1995.wmf]yx
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 ta có x = y2, do đó dx = 2ydy, vậy
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5.2.2.3. Công thức Green:
D là một miền liên thông, bị chặn, có biên L gồm một hay nhiều đường kín trơn từng khúc, rời nhau từng đôi một. Công thức Green cho ta mối liên hệ giữa tích phân kép trong miền D và tích phân đường loại hai dọc theo L:

Nếu hàm số P(x,y) , Q(x,y) và các đạo hàm riêng cấp một của chúng liên tục trong miền D thì ta có:
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Ví dụ: Tính 
[image: image1998.wmf](
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, L là đường tròn x2+ y2 = 2y.

Áp dụng công thức Green, ta có P = x.arctgx + y2
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Do đó: 
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S là diện tích của miền D. Vì D là miền tròn có bán kính bằng 1, nên I = S = (
Hệ quả của công thức Green: Nếu đường kín L là biên của miền D thì diện tích S của miền ấy được cho bởi công thức:
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5.2.2.4. Điều kiện để tích phân đường không phụ thuộc đường lấy tích phân

· Định lí: giả sử hai hàm số P(x,y), Q(x,y) liên tục cùng với các đạo hàm riêng cấp một của chúng trong một miền đơn liên D nào đó. Khi đó bốn mệnh đề sau tương đương với nhau:
1)    
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dọc theo mọi đường kín L nằm trong D
3)    
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Pdx + Qdy
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 trong đó 
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 là một cung nằm trong D, chỉ phụ thuộc hai mút A,B mà không phụ thuộc đường đi từ A đến B.

4)    Biểu thức Pdx + Qdy là vi phân toàn phần của một hàm số u(x,y) nào đó trong miền D.

· Các hệ quả

* Hệ quả 1: Nếu Pdx + Qdy là vi phân toàn phần của hàm số u(x,y) thì:
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dọc theo mọi đường 
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 nằm trong miền D
* Hệ quả 2: Nếu D là toàn bộ R2 thì Pdx + Qdy là vi phân toàn phần của hàm số u(x,y) cho bởi công thức.
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Ví dụ: Chứng minh rằng biểu thức: 6xeydx + (3x2 + y + 1)ey dy là vi phân toàn phần của một hàm số nào đó. Tìm hàm số ấy:

Ta có: P = 6xey, Q = (3x2 + y + 1)ey 
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Vậy Pdx + Qdy là vi phân toàn phần của một hàm số u(x,y) nào đó xác định trên toàn 
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Áp dụng công thức (2.12) với x0 = y0 = 0, ta được:
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5.2.2.5. Trường hợp đường lấy tích phân là một đường trong không gian(đọc thêm):
Nếu 
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 là một cung không gian, P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) là ba hàm số xác định trên 
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, người ta định nghĩa tích phân đường loại hai:
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Tương tự như tích phân đường loại hai trong mặt phẳng. Nếu cung 
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 được cho bởi phương trình tham số x = x(t), y = y(t), z = z(t), các mút A, B tương ứng với các giá trị tA, tB của tham số, ta có công thức tính:
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Chú ý: 

Phương trình tham số của cung 
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 có thể viết dưới dạng vectơ:
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Khi ấy ta có:
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Gọi 
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 là véctơ có các tọa độ là P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z). Khi ấy tích phân đường:
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Có thể viết dưới dạng: 
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1. Tính các tích phân đường:
a) 
[image: image2025.wmf](
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AB là đoạn nối hai điểm A(0,0), B(4,3)

b) 
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 L là biên của hình chữ nhật ABCD, A(0,0), B(4,0), C(4,2), D(0,2)

c) 
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 L được xác định bởi 
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2. Tính các tích phân đường

a) 
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ABC là đường gấp khúc A(0,0), B(2,2), C(4,0)

b) 
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 L là cung parabol y = 2x – x2 nằm ở trên trục Ox theo chiều kim đồng hồ

3. Tính 
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c) 
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4. Tính các tích phân đường:
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 L là biên của tam giác ABC, A(-1,0), B(1,-2), C(1,2)
b) 
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 ABC là đường gấp khúc, A(0,0), B(1,1), C(0,2)

5. Tích phân đường 
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 có phụ thuộc đường lấy tích phân không? Tính tích phân ấy từ A(1,() đến B(2,( ) theo một cung không cắt Oy.

6. Tích phân đường 
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 có phụ thuộc đường lấy tích phân không? Tính tích phân ấy theo cung 
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 xác định bởi x = t + cos2t, y = 1 + sin2t, 
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Bài 1 : Tính tích phân      
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Bài 2 : Tính  
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xydxdy

òò

, D là miền giới hạn bởi các đường 
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Bài 3 : Tính  
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, D là miền giới hạn bởi các đường 
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Bài 4 : Tính 
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, D là miền giới hạn bởi đường tròn 
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Bài 5 : Tính 
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, D là miền giới hạn bởi các đường  x + y = 1,
x – y = 1, x + y = 3, x – y = -1.

Bài 6 : Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
[image: image2050.wmf]x

x

y = 2,y = -,y = 4

2


Bài 7 : Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt 
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Bài 9 : Tính tích phân đường : 
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Bài 10 : Tính tích phân đường 
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Bài 13: Tính tích phân đường 
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 có phụ thuộc đường lấy tích phân không? Tính tích phân ấy từ điểm A(1;
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Bài 14: Tích phân đường 
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